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Principio de' segni in geometria. 



4. Siano 0,A,X Ire punii di una data reità (fig. 1), de' quali i 
primi due si considerino come fissi; il terzo invece partendo da 
si muova nella direzione OA. Siano poi a, x i numeri delle unila 
lineari rispellivamenle conlenule ne'segmenli (porzioni limilale 
della rella) OA, OX. Sinché X rimane fra ed 4 , si \vàx<a; 
q'iando X cade appunto in A, h x^=^a; q dopoché JTsarà passato 
oltre, avremo x> a. 

Se il punto X, in luogo di muoversi da in avauli verso A , 
camminasse all'indielro nella direzione opposta (fig. 2), il numero 
X delle unità lineari conlenule nel segmento OX si considererebbe 
come negativo, ritenuto essere a un numero positivo. Per es. 
quando X ed A fossero equidistanti da 0, si avrebbe x=—a. 

Una rella sarà da noi pensata sempre come descritta da un punto 
mobile. Delle due direzioni nelle quali può avvenire il movimento 
del punto generatore, Tuna si dice positiva, Taltra negativa. 
Invece di direzione positiva o negativa si dice anche 
senso positivo o negativo. 

Se un segmento di retta è indicato per mezzo del numero x 
di unila lineari in esso contenute, il senso del segmento sarà messo 
in evidenza dal segno algebrico (h- o — ) del numero x. 

Ma un segmento si designa anche per mezzo delle due lettere 

collocate ai suoi termini, per es. AB (fig. 3). Ed in questo caso 

Conveniamo di scrivere AB o BA, secondo clie il movimento del 

punto generatore s'intenda falto nella direzione da A verso /? o 

4 Cremona, Elem. ci caW.o grafico. 
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neiroppostat. Dietro questa convenzione, i simboli AB, BA esprì- 
mono due grandezze uguali ed opposte (^), donde segue ridenlilk 

AB^BA = 0, 
ossia 

AB = --BA , BA = -AB , 

De'due punii A,B, che sono gli eslrerai del segmento AB, 
Tuno A dicesi l'origine, Taltro B il termine del segmento. 
Invece nel segmento BA, B h Torigine ed A il. termine. 

2. Siano A, B, C tre punii in linea retta. Se C è fra A ^ B 
(flg. 3) , si ha 

AB = AC'^CB , 
donde 

-C/f-AC-f-A/f = , 

ossia, siccome (N° 1) * 

^CB = BC, -AC=CA , 
cosi 

BC-^CA^AB=0 . 

Se C è sul prolungamento di A fi , si ha 

AB-^BC=AC, 
donde 

BC-AC-^AB = 0, 
ossia 

BC-^CA-^'AB=zO . 

Finalmente, se C è nel prolungamento di B A, si ha 

CA^AB = CB, 
donde 

~C/fH-CA-HAB=0, 
ossia 

BC-^CA-hAB = 0. 

Concludiamo adunque (**): 

Se A, fi, C sono tre punti in linea retta, qualunque 
siala loro scambievole giacitura, sussiste sempre l'identità 

fiC-+-CA-HAfi=:0. 



(*) Cioè due grandezze di ugual'valore aritmetico e di segni algebrici op- 
posti, come -4- a e —a. 
(*•) MòDius, Barycentrischer Coloni (Leipzig, 1827), S 1. 
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3. Di qui si cava lespressione della distanza di due punii A, B, 
formata colle distanze che i medesimi hanno da un punto alli- 
neato con essi, e fissalo come origine de' segmenti. Infatti, essendo 
0, A, B tre punti in linea retta, si ha 

OA-^ÀB-hBO=0 , 
donde 

AB = OB-OA , 
o anche 

AB = AO^OB. 

4. Se A^ByC,. . . M, N sono n punti in linea retta, e se per 
essi sussìste il teorema espresso dall'eguaglianza: 

AB-^BC-^...-^ MN-^NA = 0, 

dico che lo stesso teorema sussiste per n-+-1 punti. Infatti, se 
è un altro punto della slessa retta, fra i tre punti N, A, avrà 
luogo la relazione 

NA = NO-hOA , 

dunque Teguaglianza supposta diverrà 

AB-^BC-^... ^MN-^NQ-hOA=0, 

e . d .d. Si è già dimoslrato (N** 2) che il teorema è vero pern = 3 ; 
dunque esso sussìste anche per n = 4 , ecc. 

5. Il segno di un segmento A B non è determinato^ se non sia 
già dato come positivo un segmento della medesima retta^ la dire- 
zione del quale dicesi direzione positiva della retta. 

Per due rette differenti, la direzione positiva dell'una è in ge- 
nerale indipendente dalla direzione positiva deiraltra. Ma se le due 
rette sono parallele, supporremo che le loro direzioni positive coin- 
cidano ; cioè, che, fissata la direzione positiva della prima retta e 
trasportata questa parallelamente a sé stessa, fino a coincidere col- 
Taltra retta, le direzioni positive delle due rette cosi sovrapposte 
siano identiche. 

Da ciò segue che due segmenti paralleli AB, CD avranno segni 
uguali od opposti, secondo che la direzione da A verso B coin- 
cida no colla direzione da C v^rso D. Per es., se AB CD k un 
parallelogrammo^ si ha 

AB-i-CD = , BC'^DA = . 
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Due sogmenli uguali , paralleli o dello slesso senso diconsi 
equipollenti (*). 

C. Se i, Z?, C, Z> sono quattro punii in linea retta, si 
ha identicamente. 

^^^M£iot£^'^t-<*-^^^^J^^ BC^ CA^ AB si possono esprimere come segue 

BC = BD-CD , 
CA = CD-AD, 
AB^AD-BD; 

molliplicando ordinalamenle queste tre eguaglianze per AD, BD, CD 
e sommando i risullali, si ha appunto ridenlila die si voleva di- 
moslrare. 

7. Siano ;;, 5', r Ire relle concorrenli in un punlo (fig. 4). Per 
un punto qualsivoglia M del piano tirisi una IrasvcM'saie a segare 
p^q^r rispeltivamenle in A^B.C; si avrà pel teorema che precede 

MA.BC-^MB.CA-^MC.AB^zQ . 

Conducasi ora parallelamenle alla trasversale A /?C una retta che 
seghi le p,q,r in P, Q,B; siccome i seg:nenli BC, fi, AB sono 
proporzionali ai segmenti QB.RP , PQ , cosi Tegaagiianza ora olle- 
nula potrà scriversi 

MA.QR-h3IB.RP-hMC.PQ=:0 . 

Se per un altro punlo qualsivoglia If si tirerà una nuova tras- 
versale, nella direzione fissa PQR, la quale incontri le p, q, r in 
À\ B\ C\ si avrà ancora ' 

3fA\QR-i-3rB\RP^M'C'.PQ=0. 

Vale a dire: S3 per un punto qualunque 3f si conduce, in una 
data direzione, una trasversale che seghi in A.B.C tre date retto 
concorrenti in un punlo, i segmenli MA,3IB,MC sono legali fra 
loro dalla relazione 

a.MA-^h.3IB^c,3tC = (S 

ove le a,h,c sono quanlilh costanti. 



(*) Bellavitis, sposizione del meicdo delle equipollenze (Modona, 1854^, n© 3. 
Non sono in grado dì poter citaro la prima Memoria del chiar.o Autore su 
questo argomento (1835^ 
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Dal puulo M si calino sulle tre rette /), 9, r le perpendicolari 
3fD, ME, MF; ed anche da un punto S listalo ad arbitrio nella 
PQR si abbassino sulle mede.>ime ielle date le perpendicolari SU, 
SWSfV, I triangoli simili 3fAD, SPU diamo 

MA:MD = SP:SU , 

ossia 

CD 

ed analogainenle 

3tC=^.3fF. 

Ond'è che l'eguaglianza 

3/A . QR-i-MB . RP-hMC. PQ=0 
potrà anche scriversi così 

,,„ QR.SP „^ RP.SQ „^ PQ.SR ^ 

vale a dire: 

Se da un punto qualunque 3f si abbassano le perpen- 
dicolari J//), ME, MF s>{] tre date rette concorrenti ih 
un punto, sussiste la relazione 

a.MD-^p.ME^y,MF=0, 

ove le a, [3, 7 sono quantità costanti. 

Le MD, ME, 3fF, in luogo d'essere perpendicolari alle rette 
date, potrebbero essere oblique in direzioni fissate ad arbitrio: si 
avrà ancora una relazione della stessa forma, mutati sellante i va- 
lori delle a,|3,7; e la dimostrazione sussisterà inallerala. 

La dimostrazione non suppone necessariamente che il punto di 
concorso delle p,q,r sia a distanza finita; perciò il teorema è 
vero anche se le tre rette date sono fra loro parallele. 

8. In un dato piano si faccia un movimento circolare (fig. 5), 
cioè un punto si muova sopra una circonferenza, ovvero una retta 
ruoli intorno ad un suo punto fisso. Per un osservatore collocato 
al disopra del piano, il movimento avverrà nel senso in cui si 
muovono le lancette di un orologio (fig. 5) nel senso opposto. 
Il primo di questi due sensi si dirà senso positivo del piano; 
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Tallro senso negativo. Un arco della circonferenza si considererà 
come positivo o come negativo, secondo che il movimento suddetto 
si faccia nel senso positivo o nel senso negativo nel piano (cfr. N. 1). 
Nel piano siano determinate le direzioni positive a, b di due rette 
(fig. 6). Ciò premesso, se la prima retta dee ruotare di 7 gradi 
(intorno ad un suo punto supposto fìsso , per es. intorno al punto 
ab, e nel senso positivo nel senso negativo del piano, secondo 
il segno di 7) , alTincliè la sua direzione positiva coincida colia 
direzione positiva dell'altra, Tangolo indicato col simbolo ab si dirà 
essere di y gradi. Segue da questa definizione che, invece di 7, si 
può anche porre 7 ±360% 7±2.360**,. . . Sé 6 dee ruotare di 
7' gradi per sovrapporsi ad a, sarà analogamente l'angolo ba=y\ 
ovvero =:7'±360V . . Se la direzione positiva a ruotasse, prima 
di 7 gradi, e poi di 7' gradi, finirebbe col sovrapporsi a se stessa, 
come se avesse ruotalo di 0^ 3u0^ 2 . 360^ ...; dunque 

a6-4-6a:=0** , oppure =:360^... 

Infatti , è evidente che , se 7 e 7' sono entrambi positivi , si ha 
7-t-7'=:360''; se entrambi negativi, 7-4-7'==— 360"* ; se di segno 
contrario, 7-f-7'=0. 
Noi scriveremo 

intendendo che allo zero, come a qualsivoglia angolo, si può ag- 
giungere togliere un numero arbitrario intero di circonferenze 
(di raggio ==1). 

Dalle definizioni poste segue adunque, che «6 e 60 sono due an- 
goli uguali ed oppo.4i : 

ab=^ — ba, ba=^ -- ab . 

9. Nel piano siano date le direzioni a, 6, e di tre rette, che potrò 
supporre condotte da uno stesso punto e prolungate da una sola 
banda di esso: giacche Tangolo di due rette è indipendente dalla 
loro posizione assoluia. Se, girando intorno ad nel senso positivo 
del piano, si incontrano le tre rette ncirordine acb (fig. 7), sarà 
identicamente 

ca=:cb-¥-ba, 

ossia — cft -4- ca — 6a = . 

Ma -^cb=ibc, —ba=:ab ; 

dunque bc-^ca-^ab=(y. 
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Se l'ordine di saccessione h abc (fig. 8) , sarà 

donde 

bc-^ca— 6a = , 
ossia 

bc-^ca-^ab==0 . 
Dunque: 

Se a, b, e sono tre rette in uno stesso piano, qualunqqe 
sia la loro scambievole giacitura, sussiste sempre l'i- 
denlità 

6c-f-ca-f-aft = . 

iO. Di qui, analogamente a ciò che s'è veduto pei segmenti 
(N"* 3), si cava Tespressione delTangoIo di due rette a , 6 , formata 
mediante gli angoli ch'esse fanno con una terza retta o, data ad 
arbitrio nel piano. Infatti, essendo le direzioni o, a, 6 in uno stesso 
piano, si ba 

oa-i-ab -i-6o = 0, 
donde 

ab=:ob— oa , 
o anche 

ab=:ao-hob . 

H. Se s'indica un angolo con tre lettere, simboli di punti, 
per es. BAC (Gg. 9), si suppone che le direzioni positive dei lati 
\adano da A verso 5 e da A verso C; cosi che i?i Ce l'angolo 
delle rette AB, AC (acuto nella figura) mentre CAB h l'angolo, 
(segnalo nella figura dalla linea punteggiala) delle rette AC, AB, 
epperò 

BAC-^CAB=0. 

12. Tre punti ABC (non situali in linea retta) sono i vertici di 
un triangolo (fig. 10). Imaginiamo di percorrerne il contorno 
continuamente, cioè senza salti e senza ripassare più volte per uno 
.stesso punto: ciascun vertice sarà allora il termine di un lato e 
l'origine del lato consecutivo. Ciò può farsi in due maniere, vale a 
dire in due sensi opposti; cioè nel senso ABC o nel senso ACB, 
Il senso BCA o CAB non differisce da ABC; e così non differisce 
CSA né BAC da ACB. Nella figura >I0 il senso ABC hì\ senso 
positivo del piano, ed ACB h il senso negativo. Gli angoli interni 
del triangolo sono BAC, CBA, ACB. 
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L'area del triangolo rimani? a destra o a sinistra secondo che 
se ne percorra il contorno in senso positivo o in senso negativo ; 
perciò le aree ABC, AC B si considerano come uguali ed opposte: 
positiva là prima, negativa la seconda. L'area ABC(o ACB) si può 
considerare come generata da un raggio di lunghezza variabile, un 
termine del quale sia fisso in A , mentre l'altro termine percorra 
il segmento BC {o CB), Ora tale rotazione avviene nel senso po- 
sitivo (negativo) del piano; perciò anche l'area si considera come 
posiliva (negativa) (*). 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè tre punti A, B, C 
siano in linea retta è che Tarea ABC sia nulla. 

13. Teorema. — Se è- un punto qualsivoglia del piano 
del triangolo ABC (fig. 10), si ha sempre Tidentità 

OBC^OCA^OAB = ABC (**). 

Dimostrazione, — Se è nell'interno del triangolo ABC, questo 
è appunto la somma de' triangoli OBC^OCA, OAB, 

Se è neirangolo BAC, dall'altra parte del lato BC, si ha 

OCA-^OAB-OCB = ABC; 

ma OCB=-OBC, 

dunque OBC-^OCA -hOAB = ABC . 

Finalmente, se è nell'angolo opposto al vertice a i?i4{7, si ha 

OBC-OA€-OBA = ABC, 

ossia 

OBC'\-OCA-^OAB = ABC, 

e. d. d. 

In virtù dell'osservazione fatta alla fine del N. 12, se tre punti 
i, fi, C sono in linea retta, si avrà 

OBC^OCA-^OAB^Q 

qualunque sia il punto 0. 

14. Da questo teorema segue che l'area del triangolo A fi C si può 
riguardare come generala dal movimento di un raggio di lunghezza 
variabile (raggio vettore), un termine elei quale sia fisso in 
(polo), mentre Taltro termine percorra il contorno A fiC nel senso dato. 



(*) MòBius, /. e. , J 17. 
(**) MòBius , /. e. , J 18. 
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Qncsla osservazione e il looroma precedonlc sussistono inallcratì; 
anche se lìC fosso, non già un segmento di retta, ma un arco di 
curva (*'). 

15. Se è un punto qualunque nel piano del paralle- 
logrammo ABCD (fig. 11), si ha 

oab-^ocd = Iabcd. 

Infatti, indicalo con S il punto in cui BC è incontrala dalla 
reUa con.dotta per parallelamente ad AB, si ha (N. 13) 

SAB-hSBC-^-SCA = ABC , 
ma SBC=0 , SCA = SCD , 







SAB = OAB, SCD = OCD, 



4 

dunque ecc. Siccome -ABCD=DAB , cosi Tequazione superiore 
può anche scriversi 

ODC=OAB-DAB, 

16. Siano (fig. 12), p, q, r Ire relle formanti un triangolo ABC; 
ed 31 due punti nel piano, il primo de' quali si consideri come 
fisso o dato, Tallro come variabile. Dai punti 0, 3f si abbassino 
sulla/? le parallele OU.MD, in una direzione prescelta, ad ar- 
bitrio; e COSI pure sulla q le parallele T, 3fE, e sulla r le 
parallele OW, Mh\ in direzioni fissate a volontà. 

Le aree de' triangoli OBC, MBC sono proporzionali alle disianze 
che i vertici 0, M hanno dalla base comune BC, epperò sono an- 
che proporzionali ai segmenti OU, MI)\ dunque 



ossia 



ed analogamente 



0BC:MBC = 0U:3fD, 
MBC=^,3fD, 



MCA=^,ME, 

MAB=^.MF. 
H' 



(*) E quindi anche se BC^ CA, AB fossero tre archi non segantisì fra 
loro. Cfr. N. 19. 
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Ma (N. 13) . 

dunque 

OBC .,^ OCA ^^ OAB ^^ . ^_ 

Se facciamo variare il punlo M nel piano, conservando le dire- 
zioni OU, or, OW, nell'equazione precedente si alterano solamente 
le lunghezze MD , ME, MF ; ne segue il teorema: 

Se da un punto qualunque M nel piano di un dato 
triangolo si abbassano, sui lati di questo, le rette MD\ 
ME, MF in direzioni date, queste rette sono legale dalla 
relazione (f) 

a, MD -^ ^.ME -hy .MF= S ; '' 

dove le a, ]3, y, ^ sono quantità costanti. 

11 teorema sussiste anche se due delle tre date rette p.q^r 
sono parallele fra loro. Siano p. es., y, r fra loro parallele; e con- 
ducasi una retta s, che non sia parallela alle q, r, ne alla p. 
Da un punto qualsivoglia M si abbassino , in direzioni fissate ad 
arbitrio, le MD, ME, MF, MG sulle j!>, q,r, s. Siccome \ep, q, s 
formano un triangolo, cosi pel teorema ora dimostrato, le 3fD, 
ME, MG saranno legale da una relazione della forma (f) , che 
scriveremo così : 

olMD-^^ME-^MG = ò ; 

ed analogamente, siccome le p, r, s formano un triangolo, avremo 
fra le MD, MF, MG una relazione della stessa forma 

u MD-^yMF^MG = à\ 

Sottraendo quest'uguaglianza della precedente si ha 

{oi^oi')MD-^^ME-^-jMF=ò--à', 

cioè le MD, ME , MF sono ancora legale da una relazione della 
forma (f), e. d. d. 

Questo teorema è una generalizzazione di quello del N** 7, re- 
lativo a tre rette p, q, r concorrenti in un punto situato a distanza 
finila .0 infinita. In quel caso particolare la coslante 5 e zero. 

17. Diciamo circuito la linea descritta da un punto che si 
muova in un piano , da una posizione (iniziale) ad un'altra (posi- 
zione finale), senza salti, cioè senza mai abbandonare il piano. Il 
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circuito è chiuso se la posizioue finale coincìde coiriniziale ; è 
aperto, nel caso contrario. Se il circuito interseca se medesinoo, i 
punti d'intersezione diconsi nodi, e il circuito dicesi intrecciato. 

Se il circuito è formato da segmenti rettilinei, esso dicesi linea 
poligonale o semplicemente poligono. 

Un circuito qualsivoglia, al pari del contorno di un triangolo 
(N. 12), può essere percorso in due sensi opposti; diremo positivo 
quello elle coincide col senso posilivo del piano. Affinchè sia dato 
il senso di un circuito, basta che si conosca Tordine di successione 
di due suoi punti, se il circuito è aperto; di tre, se è chiuso. 

18. Un circuito chiuso e senza nodi circoscrive una porzione 
interna e finita del piano, e la separa dalla porzione rimanente, 
che è esterna e infinita. La misura di cotesla regione interna è ciò 
che dicesi area del circuito, e considerasi come positiva o come 
negativa, secondo che essa si trovi a destra o a sinistra di una 
persona che, stando sul piano, percorra il circuito nel senso dato 
del medesimo; vale a dire, Tarea è positiva o negativa secondo 
che il circuito è percorso nel senso positivo o nel senso negativo 
del piano (N. 12). 

i9. Teorema. — Se ABCD. ..MNA (fig. 13) è un cir- 
cuito chiuso qualsivoglia, ed un punto nel piano, la 
somma di triangoli (o settori) 

1 = OAB -H OBC-^ OCD -+-... ^ OMN-^- ONA 

è una quantità costante, qualunque sia il punto {*). 

Dimostrazione. — Sia 0' un altro punto nel piano; pel teorema 
del N" 13 saia 

O'AB^OAB-^OBO'-^OO'A , 
0'BC=OBC^OCO^-^00'B , 
0'CD = OCD-^ODO'-hOO'C , 

0'9fN= OMN-^ ONO'-h 00' M , 

ONA = ONA -f- OAO-^OO'N , 
e sommando 

0*AB^ O'BC-^ OrO-h.. . -+- 0'#Ah- O'NA 
= OAB -^OBC^ OCD -+-... -hOMN-^ONA =Z , 



(•) MòBics, Baryc, Calciti, S 1655 Staiik (Leipzig, 1837), g 45. 
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dislruggendosi gli altri lermini, perchè a due a due uguali e op- 
posti, come OO'A od 0A0\ OO'B ed 0B0\ ecc. 

Si può considerare la grandezza 1 come generala dal movimonlo 
di un raggio (raggio veliere) di lunghezza variabile OX, che abbia 
un lermine fisso nel polo 0, mentre lallro termine percorre il 
circuito dato nel senso dato. 

20. Sia w un elemento del piano, ossia una porzione picco- 
lissim.\ (infinitesima) in tutte le direzioni; s'imaginino quelle due 
posizioni (comprendenti un angolo infinitesimo) del raggio vettore 
che abbracciano entro di se relemnnlo co. Di queste due posizioni 
indichiamo con Oo) la prima, quella cioè, che per la prima ò oc- 
cupata dal raggio mobile OX, allorché il punto X percorre il cir- 
cuito nel senso dato. Sia X un punto del circuito, situato nel pro- 
lungamento di Ocù (al di la di w , rispetto aJ 0); e X' il punto, 
prossimo ad X, dove il circuito è incontrato dal secondo de' raggi 
vettori accennati di sopra, così che il punto descrivente il circuito 
occuperà prima la posizione X e, subito dopo, la posizione X'. Si 
dira allora che Tinlersezione X del circuito col prolungamento del 
raggio 0« è positiva o negativa, secondo che sia positiva o nega- 
tiva (N. 18) l'area del settore elementare OXX\ entro il quale 
è compreso w. Delle intersezioni del circuito col prolungamento di 
Ow, siano le positive in numero m, le negative in numero n; ciò 
vuol dire che de' settori elementari de' quali si compone la somma 2 
e de' quali fa parte Telemento w, m sono positivi ed n negativi. E 
per conseguenza w entrerà in 2, col coefficiente m — ». 

Ora, dico che il coefiìciente m—n deirelemento w è costante, 
qualunque sia il polo 0. Infatti , se un punto X percorre tutto il 
circuito nel senso dato, il raggio wX (mobile intorno al centro del- 
l' elemento &)) eseguirà una certa rotazione 7 -f- A. 360*^ nel senso 
positivo, ed una certa altra rotazione — 7' — A; . 360" ne! senso ne- 
gativo; e sarà 7=^7', perchè la posizione finale del raggio wJdee 
coincidere coH'iniziale. Ne segue che la rotazione complessiva di wJT 
sarà (A — A) 360", ossia un numero intero h — k, positivo nega- 
tivo, di circonferenze. Per ciascun:i di queste circonferenze vi è una 
(una sola) posizione dei raggio cùX, il cui prolungamento al di là 
di 0) passi per 0; vale a dire, il numero delle volle che il raggio 
vettore OX passa per w e eguale al numero h — k de' giri che il 
circuito fa intorno ad w. Ma il «uroero delle volle che OX passa 
per o è il coefficiente m — n dell' elemento o , relativamente al 
polo 0; dunque m — n=:h^k, ossia il coefficiente m — n h in- 
dipendente dalla scelta del polo 0. 
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21. Un (lalo circnilo cliiuso vd intreccialo (fig. 13) divide il piano 
in un certr) numtM-o di spazi (inili^ S, , S^,. . conli'^iii rimo all'allro, 
ciascuno de' quali ha un circuito non intrecciato; sicché liniero piano 
consta di questi spazi e dolU residua regione (esterna) infinita, che 
iudicheromo con \. 

Siano oj, &)' due elementi del piano, i quali si possano congiungere 
con una rolla, siMì/Zallraversare il circuito, e prendasi il polo sopra 
uno dei prolungamonti della retta. ..w>)'... È evidente che il raggio ÒX 
iìon potrà percorrere « senza percorrere simullaneanu^nte w' nello 
stesso sonso ; onde « ed o' entreranno in 1 col med:'Simo coeBì- 
ciente. Ugnali coeiFicientl avranno anche gli elementi w', w", ... , 
se il circuito non passa fra gj' ed o/', fra w'' ed (i)'",... ; e siccome 
in questo modo possiamo assumere snccessivamenle lulti gli elementi 
di uno stosso spazio S, cosi lutti gli elementi di S entreranno in 
2 con un co:^llicienle comune e. Ciò vuol dire che S entrerà in 1 
col coe'Ucionle e; onde, se e, , c^, . . . sono i cocfBcienli analoghi 
per gli spazi 5,, 5^^,. . . , avremo 

intendendo che 5,, 5^, ... esprimano anche le aree degli spazi 
rappresenlali con questi simboli. 

Ora siano o, cj, due elcmonli fra i quali il circuito passi una 
volta; e chi percorra il circuito nel senso dalo, passando fra ca ed 
w, , abbia w alla destra ed &>, alla sinistra. Prendasi il polo sul 
prolungamento della reità gj, w. . . ; allora, §e'X percorre quel tratto 
di circuito che passa fra « ed co, , il raggio OX descriverà una 
volta w con rotazione positiva, senza descrivere w,; mentre, pcM* tutte 
le altre parti del circuito, gli elementi o) ed &>, saranno descritti 
simultaneamente e nello stesso senso. Dunque il coefficiente di w 
supererà di i quello di w, ; ossia, se, passando da uno spazio ad 
un altro conligio, si attraversa (una volta) il circuito da destra a 
sinistra (*), il coefficiente del primo spazio supera di 1 quello 
dell'altro. 

Alla regione infinita S^ compete il coefficiente zero; infatli, se 
«^ è un elemento siluato fuori degli spazi S\, 5^,. . . , è chiaro che 
si potrà dare al polo una posizione tale che il raggio (finito) 
OX non p:issi mai per o)^, qualunque sia il punto X del circuito. 

Ad uno spazio, dil quale si possa arrivare ad S^ attraversando 



C) S'intande sempre da destra a sinistra di chi f)3rcnrr3 il circuito nel 
senso dato: sansa che nella figura ò eaprcssj da una freccia. 
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una sola volta il circuìlo, competerà il coefficienle h-1 o -^1, 
secondo che il passaggio si faccia da destra a sinistra o da sini- 
stra a destra. In generale, se da un punto di uno spazio S si tira 
una retta sino ad un punto di S^, e se questa reità attraversa il 
circuito tn volte da destra a sinistra ed n volte da sinistra a de- 
fitra, il coefficiente di S sarà m — n. 

22. Se il circuito non ha alcun nodo, avremo un solo spazio 
finito 5, e ad esso spetterà il coefficienle -4-1 o —1 , secondo 
che il circuito si percorra positivamente (fig. 14) o negativamente 
(fig. 15); In questo caso avremo, dunque 

I = ±S , 

ossia: se il circuito non è intrecciato, la somma 2 non è 
altro che Tarea dqllo spazio cnlr'esso compreso. 

Questa proprietà suggerisce naturalmente di assumere la quantità 
2 come definizione dell'area di un circuito intrecciato qualsi- 
voglia (*). 

23. Un circuito intrecciato può essere decomposto in circuiti non 
intrecciati, e ciò col disgiungere gli angoli (curvilinei) formati dai 
rami che concorrano in ciascun nodo, senza però alterare i sensi 
(le direzioni dèUe frecce) de' rami medesimi. Veggansi per es. le 
fig. 16 e 17, in ciascuna delle quali un circuito intrecciato è de- 
composto in due circuiti ordinari, e la fig. 18, dove un circuito 
intrecciato si risolve in quattro circuiti ordinari. Allora gli spazi 
con coefficienti negativi si slaccano affatto da quelli i cui coeffi- 
cienti sono positivi; e di due spazi con coefficienti d'ugual segno, 
quello il cui coefficiente ha un valore assoluto maggiore riesce 
lutto compreso dentro all'altro. Cioè, indicato con S^ lo spazio il 
cui coefficienle è r, sarh S^ compreso entro S^\ Si compreso entro 
5a, . . . , SL» entro 5Li , n- • • • 

Da ciò segue che l'area 2 si può ottenere come somma di spazi 
tutti aventi per coefficiente Tunità positiva o negativa. A tale uopo, 
basta che l'area S^ si prenda una volta da so, isolala, e un'altra 
volta insieme coH'area 5^-,, entro la quale è contenuta, cioè si 
assumano gli spazi S^ ed S^^_,-h5^, invece di 25^ ed 5^^,, ecc. 
Vedi la fig. 18, dove l'area è 

Ss-^{S^+Si)^(S, + S,-^Si)-^S^, (**). 



(♦) M(5bius, Ueb3r die BesUmmung des TnhaUs eines Polyeders (Rendiconti della 
Società delle scienze di Lipsia, ]8G5), i 13 e segi?. 
(♦♦) CuLMANN, Graphmhe Slatik (Ziirich, !S66j, ^\ 14. 
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Per area di un sistema di circuiti chiusi s'intende la somma (algebrica) delle 
aree de* singoli circuiti. Per es. l'anello compreso fra le due curve ovali della 
figura 19 ò larea dei circuiti ABC, A^(/B^; invece l'area de' circuiti ABC, A^B^C^ 
(fig. 20) è uguale all'anello più due volte l'area interna A^B^C^ In entrambi! 
casi si può sostituire ai due circuiti un circuito unico, AA^C^B^BCA (Bg. i9) od 
AB^CA'BCA (fig. 20), dove i punti B, B^ s intendano prossimi risp. ad J, A\ Nella 
fig. 21 i due circuiti s'intersecano; l'area de* circuiti ABC^ A'B'C^ equivale a 
quella de' circuiti AA'B'C, ABB'C; e nella fig. 22 l'area de' circuiti ABC, A'B'C 
equivale a quella de' circuiti ABA'B', AGIATA, I due circuiti possono essere 
surrogati da un circuito unico. 

24. Teorema. — Se i segmenti rellilinei A^B,, A^B^, 
AjJSg, ...A„5„, dati di grandezza e posizione in un 
piano, sono equipollenti ai lati di un poligono (cioè di 
un circuito rettilineo chiuso, comunque intrecciato), 
la somma dei triangoli 

OAB, -H OA/5, -K OA^B^ -+-... -4- OA^B^ 

è costante, qualunque sia il punto 0. Ma se i dati 
segmenti non sono equipollenti ai lati di un circuito 
chiuso, quella somma non si mantiene costante che pei 
punti equidistanti da una retta determinata (^). 

Dimostrazione. — Si costruisca la spezzala CDE , . . MN i cui 
lati successivi CD, DE, . , . MN siano equipollenti ai dati seg- 
menti A^B^ , A^B^, A^B^, , . . A„ B,, ; così che le figure A^^B^DC ^ 
A^B^E D , . . . y A„B„NM saranno parallelogrammi. 

Siccome pel N" 15 si ha 

OA,B, = OCD- A,CD , 
OAB, = ODE-- A^DE , 



OA,B, = OMN-- AJIN , 

e pel teorema del N. 19 

OCD-hODE -^... -hOMN^ONC= CDE...MNC, 
così si otterrà addizionando 

OA,B, -^OA^B,^...^ OA,B„ = CDE . . , ìVC-h OCN 
^{A,CD-hA^DE-^ ... -^A„MN). 



(♦) Apollonio, Luoghi piani, lib. I. — L'Huilier, Poli/gonometrie^ 1789, p. 9T 
— MdBius, Slatiky % i6. 
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Se i spgiTìenli equipollenti ai dalì formano nii poligono chiuso ^ 
cioò se il punto N coincido con C, Tarea OCN è nulla, epperò 
la somma 

OA,B,-hOA^B^-h .. . -f-Oi„fi„ 

ha un valore indipendente dal punlo 0. 

Se N non coincide con C, la delta somma si conserverà inva- 
riabile, finche non cambi di arca il triangolo OCN, ossia finché 
il punlo conservi la slessa disianza dalla retla CN. 

Cambiando questa disianza, si assuma il nuovo polo 0'; avremo 

O'A.B, -K 0.4,5, -f- . . . -4- OXB, 

= CDE . . . NC-^O'CN-- (A,CD-^A^DE-^ . . . ). 

Prendendo il punto 0' ad una lai disianza da CN , che l'area del 
triangolo O'CN risulti uguale ad 

A,CD-hA^DE^ ,.. ^CDE,..NC , 

sarà zero la somma 

O'A.B, -f- O'A^B^ -4- ... -4- 0'i„ B^ . 

La rella (parallela a CN) che è luogo dei punti 0', pei quali 
colesti somma è nulla, si denoli con r. Se in essa s'intendesse 
preso il punto C, cioè Torigine arbiiraria della spezzata CDE , . . , 
sarebbe nulla l'arca O^CN , epperò la somma dei triangoli 

A.CD^A^DE-^ . . . ^A„3fN. . . 

diverrebbe uguale all'area. CD £... iVC. Manlenula questa scelta 
delTorigine 6\ cioè supposto che C sia un punto della retta r, per 
un punto qualsivoglia 0, sì avrà 

OA,B,^OA^B^^ ... =OCN . 

25. Nfl caso parlicolare che i segmenli dati abbiano lutti Tori- 
gine comune C, la somma dei triangoli 

A^CD-^A^DE-h... -^A^MN , 

ossia: CDE-^ ... -^-CMN 

è identica coli' area del poligono CDE ... NC (N. 22); dunque 
l'origine comune C sarà eziandio un punto della retla r. Ciò torna 
-a dire che in questo caso r coincide colla CN, che cougiungc gli 
estremi della spezzala CDE . . . MN. 
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La stessa conclusione vale se i segmenti dati appartengono a rette 
tutte concornMiti in uno stesso punto C; giacché al triangolo OA^B^ 
possiamo sostituire OCB'r, quando i segmenti A^B^ e Cfi^ appar- 
tengano ad una stessa retta e siano uguali in grandezza e senso. 

26. Da questa proprietà della retta r, pel caso che i segmenti 
dati appartengano a rette concorrenti in uno stesso punto, si cava 
una maniera di costruire la retta r anche nel caso generale, che 
i segmenti dati siano disposti comunque nel piano. Sia C il punto 
in cui s'incontrano A^B^, A^B^; e coirorigine C si costruisca il 
triangolo CDE, i cui lati CD, DE siano equipollenti ad A^B^, 
A^B^; allora, per quello che or ora si è dimostrato, sarà (qualunque 
sia il polo 0) 

OCE = OA,B,-\-OA^B^ . 

Sia ora P il punto in cui CE incontra A^B^; e coir origine P si 
costruisca il triangolo PQR , i cui lati PQ , QR siano equipollenti 
a CE, A^B^; sarà: 

OPR = OCE -^ OA^B^ 
= OA,B, -\- OA^B^ -+- OA^B^ . 

E cosi di seguito, finché da ultimo si giungerà ad un segmento AB 
tale che Oii? = Oi.ff, -f- Oi^fi^ -+-...-+- Oi„fi„ . 

Questo segmento AB apparterrà alla retta cercata r, e sarà equi- 
pollente alla CN che congiunge i termini della spezzata CDE . . . 3fNy 
avente i suoi lati ordinatamente equipollenti ai segmenti dati. 

27. Siccome tutf i punti 0, pei quali la somma 

OA,B^-^ OA^B^ ...-+- OA„B^ 

ha uno stesso valore, sono in una retta determinata (N. 24), cosi 
unica è la retta r, luogo dei punti pei quali la predetta somma 
è nulla. Di qui consegue che, qualunque sia Fordine col quale si 
prendono i segmenti dati nella costruzione che precede, si perverrà 
semprcN ad una sola e medesima retta r. 

II. 

Addizione grafica. 

28. Sommare geometricamente o comporre più segmenti 1, 
2 , 3 , . . . n, dati in grandezza e direzione , significa costruire un 
circuito poligonale i cui lati siano ordinatamente equipollenti ai seg- 
menti dati (fig. 23). 

2 Cremona, Elem. di calcolo grafico. 
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La reUa iS.,..^ , che va dairorigine al termine del circuito cosi 
costruito, dicesi somma geometrica o risultante de' segmenti 
dati (^); e questi diconsi le componenti di quella. 

Se i segmenti dati sono tutti fra loro paralleli, il circuito poli- 
gonale si riduce ad una linea retta o punteggiata, i cui segmenti 
consecutivi 01, 12, 23,^..(fig. 24), ovvero 11, 22, 33,... 
(fìg. 25) sono ordinatamente equipollenti ai dati. In questo caso , 
la risultante de' segmenti dati coincide colia loro somma algebrica. 
Le due figure indicano due maniere di designare una serie di seg- 
menti che si succedono consecutivamente in linea retta. 

29. Dalla definizione ora esposta segue, che la risultante 5,,...„ 
degli n segmenti dati 1,2,..., n è identica colla risultante dei 
due segmenti 5,..,,, 5^^,, ...„, il primo de'quali sia la risultante dei 
primi r segmenti dati, ed il secondo sia la risultante degli n-r rima- 
nenti. Infatti: le rette 5,^...«, 5, .> hanno T origine comune col 
segmento 1 ; e le rette 5, ..„ , 5^+, ..„ hanno il termine comune 
col segmento n ; dunque 5, .„ comincia insieme con 5, ..,, e ter- 
mina insieme con 5^^.,...„. La fig. 26 corrisponde ad n=8, r=:5, 
cioè mostra che la risultante de' segmenti 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 coin- 
cide colla somma geometrica dì due sole componenti, una delle quali 
è la risultante de' segmenti 1, 2, 3, 4, 5, e l'altra è la risultante 
de' segmenti 6, Tf, 8. 

Di qui s'inferisce che, se si ripartono i segmenti dati (presi sempre 
consecutivamente, cioè nell'ordine dato) in un numero qualunque 
di gruppi, e se si compongono i segmenti in ciascun gruppo, le 
somme o risultanti parziali così ottenute saranno segmenti, la cui 
risultante sarà appunto la risultante di tult' i segmenti dati. 

30. La risultante di più segmenti dati è indipendente 
dalla posizione del punto che sì assume come origine 
del circuito. Infatti, ì circuiti che si costruirebbero con due ori- 
gini diverse 0, 0' sono figure uguali (congruenti) ed ugualmente poste, 
e la seconda si può ottenere facendo scorrere la prima in modo che 
ogni suo punto descriva una retta equipollente alla retta 00' (fig. 27). 

3i. Teorema. — La risultante 5,..„ di più segmenti dati 
1,2, 3,. ..n è indipendente dall'ordine col quale si fa 
la composizione. 

Cominciamo dal dimostrare che si possono fta loro scambiare due 
segmenti consecutivi, p. e. 3, 4 (fig. 28). Nell'ordine dato, la risul- 



(♦) Chblini, Sagg-io di geometria analiiica^ trattata con nuovo metodo (Roma, 
1838), p. 35. — Bellavitis, l. e, N. 5. — Gulmann, /. e, p. 4. 
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tanle di tutti i segmenti è aache la risultante delle (re risultanti 
parziali 5,,, S^^^, 5^5,...«- Nel nuovo ordine, la risultante di tulli 
i segmenti sarà analogamente la risultante delle risultanti parziali 
-^M? -^43 1 Ss^,..„^ Ora 53,^ e 5^,3 sono una stessa retta, diagonale 
del parallelogrammo che si ottiene conducendo prima due segmenti 
consecutivi equipollenti ai dati 3, 4, e poi, a partire dalla stessa 
origine, due altri segmenti consecutivi equipollenti agli stessi dati, 
scambiati di posto, 4', 3'. Dunque la permutazione de' segmenti 3,4 
non altera punto la risultante cercala. 

Permutando fra loro, prima 3 con 4, poi 3 con 5, indi 5 con 4, 
l'effetto totale sarà d avere scambiati fra loro 3 e 5 (fig. '29). In 
generale, lo scambio di due segmenti qualisivogliano non conse- 
cutivi si ottiene mediante scambi di segmenti consecutivi. 

Dunque la risultante di più segmenti rimane inalterata se si 
scambiano fra loro due segmenti qualisivogliano; ossia la risultante 
è indipendente dall'ordine col quale i segmenti sono composti. 

La fig. 30 mostra diversi circuiti formati cogli stessi segmenti, 
, presi in diversi ordini, 12345, 13254, 15234. 

32. Se coi segmenti dati si può formare un circuito chiuso, la 
stessa proprietà possederanno, in virtù del teorema che precede, 
lutti i circuiti che si ottengono mutando Tordine di composizione. 
In questo caso, la risultante de' segmenti proposti è nulla. 

Ossia, la risultante di più segmenti è nulla quando 
essi sono equipollenti ai lati di un poligono chiuso. 

Il più semplice caso in cui la risultante è nulla è quello di due 
soli segmenti, l'uno de' quali sia equipollente all'altro preso in senso 
opposto. 

33. Se fra i segmenti de' quali si domanda la risultante, ve ne 
sono alcuni coi quali si possa formare un poligono chiuso, tutti 
questi potranno essere ommessi senza alterazione della risultante 
cercata. Nella fig. 31 la risultante de' segmenti 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
coincide colla risultante de' segmenti 1, 2, 8, 9, perchè la risultante 
di 3, 4, 5, 6, 7 è zero. 

34. Due serie di segmenti hanno risultanti uguali (equipollenti) 
quando , costruiti con una stessa origine il circuito corrispondente 
all'una e il circuito corrispondente all'altra, i termini de'due cir- 
cuiti coincidano (fig. 32). Se si compongono i segmenti dell' una 
serie insieme coi segmenti dell' altra,, presi in senso opposto, la risul- 
tante totale sarà zero. 

35. Due sberle di segmenti hanno risultanti uguali ed opposte di 
senso allorché, costruiti i corrispondenti circuiti poligonali in modo 
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che Torigine del secondo cada nel termine del primo, anche il ter- 
mine del secondo coincida coir origine del primo. Componendo i 
segmenti dell'una serie insieme con quelli dell' allra, la risultante 
totale sarà nulla. Viceversa, se la risultante di più segmenti è nulla, 
componendo questi in due gruppi distinti , la risultante del primo 
gruppo sarà uguale ed opposta a quella del secondo. 

36. La sottrazione non è un'operazione distinta dall'addizione. Sottrarre un 
segmento 1 da un segmento 2 significa comporre il segmento 2 con un 
segmento equipollente all'i preso in senso opposto. 

37. Se due serie di segmenti hanno risultanti uguali (equipol- 
lenti) , aggiungendo o toglicRdo ad entrambe uno stesso segmenta, 
si otterranno due nuove serie le cui risultanti saranno ancora uguali 
(equipollenti). 

38. Dato un segmento AB (fig. 33) e dala una retta r, se per A 
e 5 si conducono in una direzione fissata ad arbitrio due rette pa- 
rallele sino a segare la r in due punti A\ B\ questi punti A\ ff 
diconsi proiezioni dei punti i, fi, ed il segmento A^ ff dicesi 
proiezione del segmento AB. Le rette AA\ Bff diconsi raggi 
proiettanti. 

Le proiezioni di due segmenti equipollenti sono fra loro equi- 
pollenti (purché non si cambi la direzione di r, ne quella deVaggi 
proiettanti). 

39. Sia (flg. 34) ABC. . . MNA un circuito chiuso, ed A\B\C, 
. . . Jff',iV le proiezioni de' suoi vertici. Essendo A', B\. . . punii in 
linea retta, si ha (N" 4) VB'^B'C-^.., -hM'N'-i-N'A' = 0; dunque 
la somma delle proiezioni dei lati di un circuito 
chiuso è zero. 

Siano -4, fi, , A^B^,,. . . A„B„,n segmenti dati in un piano, la cui 
risultante sia nulla; vale a dire, n segmenti che abbiano le gran- 
dezze e le direzioni dei lati di un poligono chiuso. Siccome le pro- 
iezioni dei lati di un poligono chiuso hanno la somma nulla , e 
siccome le proiezioni di due segmenti equipollenti sono uguali fra 
loro, COSI la somma delle proiezioni de' segmenti dati sarà zero. 

Più segmenti dati ed un altro segmento, il quale sia uguale ed 
opposto alla risultante di quelli, costituiscono un sistema di seg- 
menti, la cui risultante è nulla; per conseguenza: 

La proiezione della risultante di più segmenti dati 
è uguale alla somma delle proiezioni de' segmenti dati 
medesimi. 
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Di qui si conclude tosto: 

Se due serie di segmenti hanno risultanti uguali, la 
somma delle proiezioni de' segmenti dell'una serie sarà 
uguale alla somma delle pi'ojezioni de' segmenti del- 
l' altra serie. 

46. Siano (Kg. 35) A, B,\ A^ ff^, . . . i^Z?^ ,n segraenli dati in 
un piano^ la risultante de' quali sia nulla. Assunto un punto arbi- 
trario 0, si potrà considerare A^B^ come risultante de' segmenti 
ArO, 0B^\ dunque sarà nulla la risultante de' segmenti A,0, OB,, 
yl^O, OB^,, . . , A„0, 0B^\ vale a dire (N. 35) la risultante dei 
segmenti OA,, OA^,,,.OAn sarà uguale a quella de' segmenti 
OB,, OB^,..., OB^, 

Viceversa, dati due gruppi di w punti i.A» . . . A„ , B,B^ 
. . . Bn, se la risultante delle rette OA^, 0.4», . . . , 0A„ che con- 
giungono un polo ai punti del primo gruppo è uguali^ alla risul- 
tante delle rette OB,, OB^, , . . OB^ che dallo stesso polo vanno 
ai punti del secondo gruppo, sarà nulla la risultante de' segmenti 
A,B,, i^ff^,..., AJi,, che congiungono i punii dell' un gruppo 
€on quelli dell'altro. (In quest'operazione si possono combinare affatto 
ad arbitrio i punti dell' un gruppo con quelli del secondo, purché 
nessun punto sia tralasciato ne adoperato più d'una volta). Infatti, 
dair ipolesi segue (N. 34) essere nulla la risultante de' segmenti 
A,0, A^O,... , A„0, OB,, OB^, ...,0B^; ma la risultante di 
ArO ed OBr fe ArBr\ dunque sarà anche nulla la risultante dei 
segmenti i.fi,, A^J?^, . . . i„5„. 

4i. Di qui segue, pel primo teorema (i\. 39), che, assunto un 
nuovo polo 0\ la risultante de' segraenli O'i, , A^, . . . , 0'A„ sarà 
uguale alla risultante di 0'5. , 0'B^,..,0'Bn. Dunque (*): 

Se due gruppi di n punti A,A^,..A„y B,B^...B„ sono 
tali che, assunto un polo 0, la risultante de' segmenti 
0.4,, OA^, . . . , 0A„ sia uguale a quella de'segmenti Off,, 
0^a...0^„, la medesima uguaglianza avrà luogo per 
qualsivoglia altro polo ff. Inoltre sarà nulla la risul- 
tante degli n segmenti che congiungono i punti dell' un 
gruppo con quelli dell'altro, presi in ordine arbitrario. 

42. Ritenuta l'ipotesi fatta pei due gruppi di n punti, si prò- 
jeltino questi in A\ A\. . . A\ , B\ff^ - - - B^n su di una retta r, 
mediante raggi paralleli ad una direzione fissata ad arbitrio. Preso 



(♦) Grassmann, Die Ausdehnungslehre (Leipzig, 1844), p. 41. 
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il polo nella rella r (*), il raggio OA^ si può considerare come 
nato dalla composizione dei due OA!^, A!rK, ecc.; dunque la ristil- 
lanle de' segmenti 0A\ , Oi'», . . . , Oi'„ , i'.i, , X^A^ ,. . . A'„A^ 
sarà uguale alla risultante di 0B\ , Ofl',, . . . 0B\, B\B, , B\B^, 
. . . B\ B^, Ma (N. 38) la risultante o somma de' segmenti 0A\ , 
0A\ , . . . , 0A'„ è uguale a quella de' segmenti Off^ , OB'^ , . . . 
0B\ , perchè tutti questi segmenti sono le projezioni di due serie 
d'altri segmenti, le cui risultanti sono uguali. Dunque: 

Se due gruppi di n punti A,A^ . . . , A„, B^B^ . . . , fi„ sono 
tali che, assunto un polo 0, la risultante de' segmenti 
OA,, OA^ ,. . . OA^ sia uguale alla risultante de' segmenti 
Ofi^, 05», . . . , OBn, esosi projettano lutti quei punti 
sopra una medesima retta, con raggi paralleli ad 
una direzione scelta ad arbitrio, la somma de'raggi 
projettanti i punti del primo gruppo sarà uguale alla 
somma de'raggi projettanti i punti del secondo gruppo» 



43. Fin qui abbiamo definita la risultante di più segmenti, te- 
nendo conto solamente della grandezza, della direzione e del senso, 
non già della posizione assoluta.. Daremo ora un'altra definizione 
più generale, che comprende in sé quella che precede (N. 28) e 
dà tutti gli elementi della rella risultante di n segmenti dati. 

Dali (in- grandezza, posizione e senso) n segmenti ^4,5, , A^B^^ 
. . . , i„ff„, per risultante de' medesimi intenderemo un segmento 
AB di tale grandezza, posizione e senso che, per qualsivoglia polo 0, 
l'area OAB sia uguale alla somma delle aree OA^B^-hOA^B^-i- 
. , . -^OA^B^ (N. 24, 27). 

44. Per brevità di linguaggio diciamo che il triangolo OAB è 
il triangolo che da projetla il segmento AB. Il seusa 
AB di questo segmento indica il modo in cui è percorso il circuito 
OAB, epperò indica il segno dell'area OAB. 

Ciò premesso, possiamo dire: che per risultante di più 
segmenti dali s'intende un segmento tale che l'area 
del triangolo che lo projetla da un polo arbitrario O 
sia uguale alla somma delle aree dei triangoli che 
dallo stesso polo projettano i segmenti dati. 



(*) Veggasi la fig. 35, dove s'imagini trasportata la retta r in modo che 
i punti 0, 0* vengano a coincidere insieme. 
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Siccome Tarea del triangolo OAB non cambia se 8i fa scorrere 
il segmento AB solla retta cai appartiene , cosi la risultante di più 
segmenti dati non cambia se questi scorrono arbitrariamente, eia- ' 
scuno sulla retta cui appartiene. 

45. Già dal teorema del N"* 24 emerge che, se si costruisce un 
circuito poligonale CDE . . . iVN, i cui lati CD, DE . . , MN 
siano ordinatamente equipollenti alle date rette A^B^ , A^B^, . . . , -A„*„, 
il segmento NC sark equipollente alla risultante AB. Se il circuito 
riesce chiuso , cioè se N cade in C, e se la somma delle aree 
OA^B^-\'OA^B^-h . . . -\-OA^Bn non è zero, la risultante cercata 
ha una grandezza nulla ed è situata a distanza infinita. Se il circuito 
è chiuso, e se inoltre è nulla la somma anzidetta, la risultante è 
nulla in grandezza e indeterminata di posizione; vale a dire, in 
questo caso la data serie di segmenti non ammette una risultante. 

46. Ma se N non coincide con C, il problema è risoluto, in modo 
unico, da un segmento AB dir grandezza finita e situato a distanza 
finita. Poiché già se ne conoscono grandezza, direzione e senso, per 
individuarne la posizione, basterà trovare un punto della retta di 
cui esso è parte. A quest'uopo potrà servire la costruzione del 
N** 26, ovvero la seguente, assai più semplice (fig. 36). 

Si cominci dal costruire un circuito poligonale, i cui lati, che 
ora indicheremo coi numeri 1^ 2, ... , «, siano ordinatamente equi- 
pollenti ai segmenti dati; la risultante sarà equipollente al segmento 
rovescialo di senso, che chiude il circuito, cioè, sarà uguale 
ed opposta al segmento che dal termine del lato n va air origine 
del lato \ . Assunto ad arbitrio un punto U, da esso si conducano 
i raggi f/Vo, , UV.^y UV^^, . . , , UV„^ (*) ai vertici del circuito: 
dove Vij^, indica il vertice che è termine del lato i (equipollente 
ad AiBi) e origine del lato t-+-1 (equipollente ad i4,_j., ^i>i)- 

Poi si costruisca un secondo circuito poligonale, i cui vertici 1,2, 
. . . , n cadano ordinatamente nelle rette cui appartengono i segmenti 
dati A^B^ , ijffj, . . . , i«ff„, ed i cui lati 01, 12, ... , wO siano 
ordinatamente paralleli ai raggi UVo, , UV,^, . . . , UV„^. I lati estremi 
01, nO, prolungati opportunamente, si segheranno in un punto 0, 
il quale dico appartenere alla retta risultante domandala (**). 

Dimostrazione, — Immagino il segmento A^B^ decomposto in due, 
situati nei lati 01, 12 del secondo poligono ed equipollenti ai raggi 
V^.U, DV,^ del primo. Poi imagino il segmento A^B^ decomposto 



r*) Nella fìg. 36 sono tralasciate tutte le lettere F, yj,B;edèn=:4. 
(*♦) CULMANN, /. e, N. 87. 
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del pari in due segmenti, siluati nei lati 12, 23 del secondo po- 
ligono ed equipollenti ai raggi V^^U, UV^^. E così di seguilo, Gncliè 
da ultimo, i„fi„ venga decomposto in due segmenti situati nei lati 
«-l.n, wO ed equipollenti ai raggi F„.,„f/, UV„^: 

Preso ad arbitrio un polo 0, larea del triangolo che da esso 
projetta uno de' segmenti dati, sarà uguale alla somma dei due 
triangoli che dallo stesso polo projettano i due segmenti compo- 
nenti; per conseguenza la risultante degli n segmenti dati A^B^^ 
Ajffj, . . . , A„B„ coinciderà colla risultante dei 2w segmenti com- 
ponenti, ne' quali i dati sono stali decomposti. Ora, il primo di 
questi 2h segmenti è situato in 01 ed equipollente a Vo,6^• Tul- 
timo è situato in wO ed equipollente ad UV„„; mentre tutti gli altri, 
in numero di 2(n— I), sono due a due uguali, opposti e situati 
in uno stesso lato del secondo poligono. Per es. il secondo e il 
terzo de' segmenti componenti giacciono nel lato 42, e sono rispet- 
tivamente equipollenti ad UV^^ ed a V^^U. 

Le aree dei due triangoli che da projettano questi due seg- 
menti sono uguali opposte; perciò la risultante de' segmenti dati non 
è altro che la risultante de' due segmenti componenti, primo ed 
ultimo, l'uno situato in 01 ed equipollente a V^.U; l'altro situato 
in nO ed equipollente ad UV^o- Ma la retta risultante di due seg- 
menti passa pel punto comune alle rette cui questi appartengono 
(N. 25); dunque la risultante cercata passa pel punto comune ai 
lati estremi 01 , nO del secondo poligono. 

47. Se il punto U fosse stato preso in linea retta coi punti 
estremi Vo, , V„^ del primo circuito ; sarebbero riusciti coincidenti 
i raggi estremi f/Vo, , LIV„^^ epperò paralleli i lati estremi 01, wO 
del secondo poligono. In questo caso adunque la costruzione non 
da un punto a distanza finita della risultante domandata. Ma si 
rimedierebbe tosto a siffatto inconveniente, assumendo un nuovo 
punto U\ fuori della retta V^,, F„o, e quindi procedendo com'è 
detto sopra. 

48. Se non che, può accadere (fig. 37) che il punto V^ coin- 
cida con Vo. ; ^ allora, qualunque sia il punto U, i raggi estremi 
sono sovrapposti l'uno air altro, epperò i lati 01, «0 o saranno 
paralleli, o saranno coincidenti. Se sono paralleli, la somma OA^B^ 
-nOAjBj-f-. . . sarà uguale alla somma di due triangoli aventi il 
vertice in 0, e le basi situate nei predetti lati 01, nO ed equi- 
pollenti ai raggi uguali ed opposti Vo,U, UY^,; ossia (N** 15) uguale 
alla meta di un parallelogrammo, due lati opposti del quale siano 
codeste basi medesime. In questo caso la risultante è nulla e si- 
tuata a distanza influita. 
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49. Invece (fig. 38] se i lati 01, nO coincidano, cioè se coin- 
cidono i lali opposti del parallelogrammo, la somma OA^B^-hOA^B^ 
-H . . . è nulla. In questo caso, uno qualunque de' segmenti dati, 
rovesciato di senso, e la risultante degli altri n—l segmenti. 

56. Suppongansi (fig. 39) i dati segmenti A^B^, AJS^, . . .tutti 

paralleli fra loro. In questo caso, il primo circuito poligonale 

^o. Vii ^23 • • ^«o si riduce ad una linea retta ; ma del resto la 

costruzione del secondo poligono rimane la stessa come nel caso 

generale. La risultante è parallela alle componenti. 

51. Se i segmenti sono due soli, A^B^, A^B^, la costruzione 
può ridursi alla seguente (iìg, 40 e 41). Nella retta indefinita A^B^ . . . 
prendasi un segmento CD equipollente ad A^B^ , e nella retta inde- 
finita ijfej. . . un segmento CD' equipollente ad AiB^. Il punto 
comune alle CD\ CD apparterrà alla risultante^ che si cerca. 
Infatti, conducasi D^E parallela a CD e congiungansi 0, E, Allora 
C, A E rappresentano i vertici V^, , V^^ , V^^ del primo circuito, ed 
O fa le veci del punto U; i punti D\ E sono i vertici 1, 2 del 
secondo poligono, che qui è il triangolo OD' E; ed rappresenta 
anche il punto di concorso deMati estremi di questo secondo poli- 
gono medesimo. 

Dai triangoli simili OCD, OffC si ha: 

OC : OD^CD' : DC 

= A^B^\B^\^ , 

vale a dire: la risultante di due segmenti paralleli ha 
da essi distanze, il cui rapporto è reciproco di 
valore e opposto di segno a quello dei segmenti 
componenti. 



IH. 
Moltiplicazione. 

52. Moltiplicare una retta a pel rapporto di due altre rette 
b : e significa trovare una quarta retta x in modo che sussista la 
];^roporzìone geometrica : 

c:b = a:x . 
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A quesruopo basla costruire due Iriangoli OLM^ O PQ simili^ 
de' quali 

il primo abbia due linee (due lati, ovvero^ base e altezza, ecc.)^ 
uguali proporzionali a e, 6;. ed il secondo abbia la linea a omo- 
Ioga a c\ sarà allora x la linea del secondo triangolo omologa a 
6; ovvero 

il primo abbia due linee uguali o proporzionali a e, a; ed 
il secondo la linea 6 omologa a e; sarà allora x la linea del se- 
condo triangolo omologa ad a. 

53. La collocazione rispettiva de' due triangoli è del tutlo arbi- 
traria; e il fare una scelta o un'altra può dar luogo a diverse co- 
struzioni. La scelta è per lo più suggerita dalla posizione in cui 
sono dati i segmenti a, 6, e, o da quella nella quale si vuol otte- 
nere X. 

a) Per es. nella fìg. 42 i due triangoli hanno l'angolo 
comune e i lati opposti paralleli. Se in essa s'intende che OP, OM, 
OL rappresentino i segmenti o, 6, ^, sarà OQ =z x. Se invece 
OL — c, OP = a, LM = b, sarà PO = oc. 

b) Invece nella fìg. 43 i lati opposti all'angolo comune sono 
antiparalleli, cioè sono uguali gli angoli OML, OQP (opperò 
uguali anche OLM, OPQ), 

e) Possono essere (fìg. 44) e ed a le altezze dei due ti*ian- 
goli; supposto ancora essere h un lato OM od LM del primo, sa- 
rebbe OQ P0 = X, 

d) Oppure siano e ed o rappresentati da OL^ OP o da OM, 
OQ; e sia b l'altezza del triangolo OLM; sarà x l'altezza del- 
l'altro OPQ. 

e) Se (fig. 45) le linee OM=b, &P = a sono ortogonaU 
mente disposte, e se c> 6, si può procedere nel modo seguente. 
Costruiscasi il triangolo OLM, il cui lato LM sia parallelo ad O^P, 
mentre Tipolenusa OL sia = t? . Condotta PQ parallela ad OL ed 
O'Q perpendicolare a PQ, i triangoli rettangoli OLM, OPQ sono 
simili a cagione degli angoli uguali Z, P. Dunque OQ = x. — La 
retta O'jJ, projezione ortogonale di OP sopra una retta perpendi- 
colare ad OL, dicesi antìprojezione di (/P sopra OL, Dunque^ 
se a e 6 sono ortogonali, x è Tanti projezione di a sopra e. 

54. Dividere una retta a pel rapporto di due altre rette b, e, 
significa moltiplicare a pel rapporto c:b . 

Dividere una retta a in n parti uguali equivale a moltiplicare 
a per e :b, dove e sìa un segmento arbitrario e b sia uguale a e 
ripetuto n volte. 
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Se una retta b dev'essere divisa in parli proporzionali a dati 
segn[ienti a,, a^, 03,. . . . a„ di una medesima retta, baslerk molti- 
plicare questi segmenli pel rapporto b : e, dove sia e z= a,-i-a^-h 

-*-a„ (N. 56). 

55. Da un centro polo (fig. 46) si conducano raggi vettori che succes^ 
sivamente formino tra loro un angolo costante w, e le cui lunghezze siano in 
progressione aritmetica 

fl, a-^ bj a + 2b, fl-*-3fr, ... 

I termini A/, Af , , jf j , ¥3, ..., saranno punti di una curva, detta spirale 
ài Archimede; di quella curva che sarebbe descritta da un punto M che si 
muovesse uniformemente sul raggio OM^ mentre questo rotasse intorno ad 0] 
del pari con velocità costante, in modo che M percorra lo spazio rettilineo b 
nello stesso tempo in cui il raggio OM descrive l'angolo w. 

Prendendo l'angolo w assai piccolo, si otterranno punti abbastanza vicini per 
poter tracciare la curva con quell'approssimazione che si può desiderare in 
pratica. 

Delineata la spirale d'ARcniMEDE , per mezzo di essa si riduce il problema 
della divisione di un angolo a quello della divisione di una retta. Infatti, tirati 
due raggi vettori, i quali comprendano fra loro l'angolo che si vuol dividere 
in n parti proporzionali a rette date, basterà dividere in n parti proporzionali 
alle stesse grandezze la differenza de' raggi vettori; e le distanze da agli n—-ì 
punti di divisione saranno le lunghezze degli n — 1 raggi vettori da inserirsi 
fra i due primi, per ottenere la divisione dell'angolo. La fig. 46 presenta la 
divisione dell'angolo MOM^^ in cinque parti uguali (*). 

56. Se più segmenti AB, AC,.., BC,... di una retta m de- 
vono essere moltiplicati per un rapporto costante b:c, si tratterà 
di trovare una serie di punti A\ B\ C", . . . di un'altra retta u\ 
in modo che sussistano le eguaglianze 

A^_A'C^_ _B^_ _ft . 
AB ~'AC BC ~ e ' 

Le rette u, v! diconsi punteggiate simili; ed i punti A 
ed A\ B ^ 5', . . . , come pure i segmenti AB ^A A!B\. . . diconsi 
corrispondenti. 

57. Se le u, «' sono parallele (fig. 41), le congiungenti AA\ BB\ 
CC. . • concorreranno in un punto fisso (centro di projezìone). 
Se per es. si fa AB = e, A!ff =6, le AA! , BB^ incontrandosi 
danno il punto 0; e allora ogni raggio condotto per segherà u,u^ 
in due punti corrispondenti. 



(*) Pappo, Colleciiones malhematicae. 
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38. Se le M, w' non sono parallele (Bg. 48) e se il punto ad 
esse comune rappresenta due punti corrispondenti sovrapposti A, A\ 
le rette BB\ CC, . . . saranno tutte fra loro parallele. Si troverà la 
direzione comune di queste parallele, assumendo per es. AB = c^ 
A^ff=b; allora, ogni raggio parallelo a Bff segherà le t*, w' in 
due punti corrispondenti. 

59. Finalmente, se (fig. 49) le ii^ u^ non sono parallele, e se il loro punto 
comune fa le veci di due punti P, (/ non corrispondenti, le rette AA\ BB^^ 
C(/^ ... saranno tangenti di una stessa parabola. Se per es. si fa PQ=:c, 
P'Q'=zb, la parabola sarà determinata dal dover toccare u in Q ed u^ in P^, 
Ogni tangente di questa parabola segherà u, u' in due punti corrispondenti. 
Per ottenere coppie di punti corrispondenti, come A ed A^, B qB\ ... basta 
condurre dai vari punti A''^ B^^ ... della FQ le A'' A, B'^B, ... parallele ad 
u' e le A^'A^^ B'^B% . . . parallele ad u. Infatti si ha manifestamente 
A'B' Fa AB PQ 
A''B'' " FQ ' A"B '" FQ ' 
opperò 

A'B' _P^O!__h 
AB " PQ "e * 

Se si vuol evitare di condurre rette parallele (♦), basta (fig. 50) supporre date 
due tangenti della parabola ossia due rette u'', tt'^, sulle quali siano segnate 
due punteggiate simili (o uguali) A'B' C'ITE' .. ., A'^B'^C'I/'E'' , .,, in modo 
che il punto comune alle due rette rappresenti due punti non corrispondenti 
E% B''; e che il segmento B'E' di u' (compreso fra la parabola e la u'') sia 
uguale al denominatore e del rapporto dato. Allora, volendosi moltiplicare i 
segmenti di u' pel rapporto b: e, si allogherà la lunghezza BE=^b fra le u', u'\ 
in guisa ch'essa congiunga due punti corrispondenti A\ A'\ Le rette (yif'^ 
D'I/', ...,che uniscono punti corrispondenti di u% u'', determineranno sopra 
BE ì segmenti cercati 

BC : CD : DE : BE = 
WC : CD' : D'E' : B'E' . 

Per es., se si trattasse di dividere una data lunghezza BE in n parti uguali, 
si condurrebbe da B la retta u^ e su di essa si prenderebbero n + \ segmenti 
uguali A'B' = B'C'=C'// ^^D'E'-, indi congiunti i punti E, E', sulla congiun- 
gente u" si prenderebbero del pari gli rn-l segmenti EE' od A" B" z= B"C" = 
(/'D" = D"E", Le n+^ rette C/C", D'D", ... incontreranno BE ne' punti di di- 
visione domandati C, D, .. . 

66. Problema. — Siano (fig. 51) a,, a», . . . a„, n segmenti dati 
in grandezza, direzione e senso, i quali debbano essere ordinata- 
mente moltiplicati pei rapporti 6, : 6?, , 6^ : c?^ , . • , 6„ : c*„ . 

Si costruisca un circuito poligonale P^ i cui lati siano ordinatamente 



(♦) GousiNBRY, Le calmi par le (rati (Paris, 1840), p. 20. Per un altro metodo 
di risolvere questo problema veggasi Sacheri , Sul Irarciamenio delle punteg- 
giale projetlive simili (Atti dell'Accademia di Torino, novembre 1873). 
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equipollenti ai dati segmenti a., o^, ... ; denominiamo 1, 12, 23,... 
n— l.n, n i suoi vertici. successivi, cominciando dall'origine del 
primo lato a. , e terminando col secondo estremo deirullimo lato a„ . 
Poi si costruiscano due altri circuiti P^ ^ Pao' *• primo de'quali 
sia formato dalle n rette 1, 2,..., n ordinalamenle parallele ai 
lali di P„ e aventi da essi in una direzione costante {^) le disianze 
e,, c^, ..,€„; ed il secondo abbia i vertici 1, 2,. . . , n ordinalamenle 
situali ne' lali di P,, ed i lati 1, 12, 23,... w — 1 . n, n (**) 
passino rispettivamente pei vertici omonimi di P„. L'insieme dei 
tre circuiti P„ , P^, P^^ si dirà prima figura. 

Ora si costruisca una seconda figura, composta in modo ana- 
logo da tre circuiti, P^, P^, P^i,, sotto le condizioni seguenti: 

l"" i Iati di P^ siano ordinatamente paralleli ai lali di P^; i 
lati di Pf, a quelli di P^ (opperò a quelli di P« e P^^); i lati di P^i, 
a quelli di P^^ ; 

2** i lati 1, 2,. . . , n di Pf, abbiano dai lati omonimi di P^, 
nella direzione costante che sopra fu fissata ad arbitrio, le distanze 
b b h e***)' 

3"* i vertici 1, 2,.., n di P^,^ cadano ordinatamente ne' lati 
omonimi di Pi,; ed i lati 1 , 1 2, 23, . . . , « ^ — 1 . «, n di P^^ pas- 
sino ordinalamenle pei vertici omonimi di P^^ . 

Per costruire la seconda figura si potrà, a cagione d'esempio, pro- 
cedere nel* modo seguente. Si assuma ad arbitrio il vertice 1 di P^. 
e da esso si conducano due rette rispettivamente parallele al lato a^ 
di P^ ed al lato 1 di P«/. esse individueranno le posizioni del lato 1 
di Pjr e del lato 1 di P^^. Se ora si conduce alla distanza b, dal 
Iato 1 di P^ una retta parallela a questo lato, essa sarà il primo 
Iato di Pi,; ed il punto ov'esso incontra il lato 1 di P^i, sarà il 
vertice 1 di P^^. Da questo punto si conduca (parallelamente al 
lato 12 di P^c) il lato 12 di P^^,, e nell'intersezione col lato 1 di 
P^ si avrà il vertice 12 di P^^. Di qui si tirerà il lato 2 di questo 
stesso poligono P^, nella direzione del segmento a^; e condotto nella 



(*) Che può essere fissata ad arbìtrio , purché non coincida con queUa di 
alcun segmento <i. Secondo che c^ sia positivo o negativi), si condurrà la 
retta r a destra o a sinistra di chi percorra a^ nel senso proprio di questo 
segmento. 

(**) Il lato 1 è quello che precede il vertice 1 ; il lato 12 unisce i vertici 

i, 2; . ; il lato n vien do^o il vertice n. Per costruire questo poligono si 

può prendere ad arbitrio il lato 1 , purché passi pel vertice 1 di P^ . 

(*♦♦) Anche qui, secondo che h^ sia positivo o negativo, si condurrà il lato r 
a destra o a sinistra di chi percorra Xr nel senso proprio di questo segmento. 
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slessa direzione, alla distanza 6^, il lalo 2 di Po, il punto di con- 
corso col iato 12 di P^o sarà il vertice 2 di P^^^. E cosi di seguilo. 
11 poligono P^, i cui lati chiameremo a?,, a?,,. . . a?„, dà il chiesto 
risultato delia molliplicazione proposta. Infatti, il triangolo che ha 
per base x^ e il vertice opposto nel vertice r di P^ è simile (a 
cagione del parallelismo dei lati) al triangolo della prima fìgura, la 
cui base è a^, e il cui vertice opposto è il vertice r di Pac Le 
dimensioni di questi triangoli nella direzione costante sono 6^, 
€^, dunque 

donde 

61. Quanto al senso del segmento x^, osserviamo che, se c^, b^ 
sono dello stesso senso, i due triangoli sono similmente posti, cio^ 
i vertici r giacciono entrambi a destra o entrambi a sinistra della 
base opposta rispettiva (a^ od Xr)] invece, se c^, b^ sono di senso 
opposto, i due triangoli hanno giacitura inversa. Perciò i segmenti 
a^, Xr hanno nel primo caso lo stesso senso; nel secondo hanno 
sensi opposti. 

Di qui consegue che i segmenti a? sono disposti consecutivamente, 
con riguardo al senso, cioè nel modo che è richiesto dalla compo- 
sizione geometrica. Dunque la loro risultante, ossia la risultante dei 

segmenti o^~ , sarà in grandezza, direzione e senso, la retta che 

chiude il contorno poligonale P^ (la retta che dall'origine di x^ va 
al termine di x„) . 

62. Casi particolari. — I segmenti a siano tutti paralleli (fig. 52); 
allora ciascuno de'circuili P«, P^, si riduce ad una retta punteg- 
giala; e ciascuno de' circuiti P^, P^ diviene un fascio di raggi pa- 
ralleli. Vale a dire, la costruzione si riduce a quel che segue: 

Si portino i segmenti 01 =^a,, i2=:a^, 23 = 03,. .. consecu- 
tivamente in upa retta a; parallelamente ad essa ed alle distanze 
e?,, ^»,...t?„ (misurate in una direzione costante, arbitraria purché 
diversa da quella di a) si conducano altrellanle rette 1, 2,..., 
n, che considereremo come raggi di un fascio, il cui centro è a 
distanza infinita; e si tracci un circuito poligonale i cui vertici 1, 
2, . . . , n cadano ne' raggi paralleli omonimi, ed i cui lali 01, 12, 
23, - , . , n — 1 . », « passino pei punti corrispondenti 0, 1,2,. . . 
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n — 1 , n della punleggiata a (cioè pei punii che limitano i segmenti 

Poi si costruisca la seconda Ggura, tracciando un fascio di raggi 
4 , 2,. . . , n paralleli ad a ed aventi da una retla x (pure paral- 
lela ad a) ordinatamente le distanze b,, ft^, . . . , 6„; e delineando un 
circuito i cui lati siano ordinatamente paralleli ai lati del primo 
poligono, ed i cui vertici cadano sui raggi del secondo fascio. I seg- 
menti 01, f2, 23, di X compresi fra i lati successivi di 

questo nuovo poligono saranno rispettivamente uguali ad 

6. K b, 
X, = a,- , x^= a^- ^ Xi= a{- , 

^i ^a ^J 

ed il segmento compreso fra il lato r — 1 . r ed il lato * . ^ -t- 1 
sarà : 



^.,=^.,|...,.). 



Nel caso qui considerato, dall'osservazione fatta riguardo al senso 
del segmento x^, si deduce tosto che due segmenti x^, x^ avranno lo 
stesso senso o sensi opposti, secondo che fra le tre coppie a^ o,, 
b^ b, , c^ c^, ve ne sia un numero pari (zero o due) o un numero 
dispari (una o tre) che sian formate da segmenti di senso opposto. 
Ciò si accorda colla regola de' segni nella moltiplicazione algebrica. 

63. Se, oltre ad essere le a tulle parallele, fossero le e tutte 
uguali fra loro, il primo fascio si ridurrebbe ad una retta unica, 
epperò tulli ,i vertici del primo cireuilo verrebbero a coincidere in 
un solo punto di celesta retta; vale a dire, il primo poligono 
degenererebbe in un fascio di ^raggi uscenti da un punlo 0, situato 
alla distanza e dalla retta a. 

In qutìslo caso il problema può enunciarsi cosi: 

Ridurre i prodotti dati 

alla base costante (?, determinando i segmenti ad essi proporzionali 

X,, «;» , . . . , x„ . 

E la soluzione sarebbe adunque (fig. 53) la seguente: formisi la retta 
punteggiata a, i cui segmenti consecutivi siano 01 = a,, \^=a^,. . . , 



(*) Jaeger, Dos graphische Rshnen (Speyer, 1867), p. 15. 
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n — 1 . n = a„\ e projellinsi i punti 0,1,2,... n — i,n della 
punteggiata medesima mediante raggi uscenti da un punto preso 
alla distanza e dalia retta a; dove la distanza può essere normale 
od obliqua ad arbitrio. Poi costruiscasi un fascio di raggi 1, 2,..., 
« paralleli ad o e aventi, nella direzione di e, le distanze 6,, 6»,.., 
b^ da una retta x parallela anch'essa ad a. Finalmente si delinei 
un poligono i cui vertici cadano ordinatamente sui raggi paralleli 
1 , 2 5 ... n anzidetti , e i cui lati 01 , 12, 23 , . . . , n — 1 . w , 
n siano ordinatamente paralleli ai raggi 00, 01, 02, . . . On — 1 , 
On del fascio 0. I segmenti 01, 12, 23,... che i lati di questo 
poligono determinano sulla retta x saranno i segmenti rr, , x^^ 
Xi domandati {*). 

64. Se, invece delle e, fossero le b tutte uguali fra loro, oltre 
ad essere parallele le a, il problema si potrebbe enunciare cosi: 

Dati i rapporti 





«. 


a» a, 




e. ' 


^ ' ' * • » .. 

e. e, 


inare i segmenti 








«.. 


x^, . . . , x„ 



ad essi proporzionali: essendo 6 il segmento costante che risulta 

e 
dalla moltiplicazione di x pel corrispondente rapporto - . 

Costruita la punteggiata a (fig. 54) coi segmenti 01 =a,, 12=0,^ 
..., n — 1. w=a„ , ed il fascio di raggi 1, 2, ..., n paralleli 
alla retta a ed aventi da essa (in direzione costante) rispettivamente 
le distanze e, , ^, , . . . , c„, si delinei un circuito poligonale i cui 
vertici 1, 2, . . . , n cadano ordinatamente su questi raggi e i cui 
lati 1, 12, 23,..., w — l.n, n passino pei punti omonimi della 
punteggiata a. Poi si costruisca un secondo fascio di raggi, i quali siano 
ordinatamente paralleli ai lati del contorno poligonale ed escano da un 
punto 0, fissato ad arbitrio: da ultimo si seghi il secondo fascio con 
una retta x parallela ad a ed avente da la distanza ò, nella di- 
rezione delle e . I segmenti 01, 12, 23, ... , cosi ottenuti sulla x 
saranno i domandati. 

A questo problema si riduce in sostanza la trasformazione di più 
frazioni date 

e' e ' * ' * ' c„ 



(♦) CuLMANN, /. c, p. 22 e 23. 
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in altre equivalenti 

w, x^ x^ 

7' 6'*"' b 

aventi uno stesso denominatore dato b. 

65. Problema. — Moltiplicare una retta a pei rapporti 



6. 6. 6« 



Si traccino (fig. 55) due rette od assi bb, ce, che si seghino 
in sotto un angolo qualunque. A partire dall'origine si portino 
sul primo asse i segmenti b e sul secondo i segmenti r, onde ri- 
sultino : 

nel primo asse : Oì = b, , 02 = b^ , . . . On = b„ ^ 
e nel secondo : Oi =c, , 02 = c^ , ... On = c„ . 

Congiungansi i punti omonimi de' due assi, cioè 1 con 1 , SI con 
2 , ecc. e, parallelamente alle congiungenli, lirinsi per altrettanle 
rette /, , /> ••••,/„ , indicate nella figura coi soli indici numerici. 

Due segmenti 6^, c^, affetti dallo stesso indice, insieme colla 
congiungente rr de' loro termini, comprendono un triangolo. A cia- 
scuno di tali triangoli se ne costruisca uno simile, nel quale i due 
lati corrispondenti a e,., rr si spicchino da e giacciano rispetti- 
vamente in ce, Ir ; il terzo lato, corrispondente a 6^ e parallelo a 
bb, dicasi a, . Per compiere la determinazione di questi nuovi 
triangoli, basterà rissarne un lato, quello che giace in ce; sia esso 
uguale ad a nel primo triangolo, uguale ad a, nel secondo, ad a^ 
nel terzo..., ad a„^, nell'ultimo. Dico che a„ , cioè quel lato del- 
l'ultimo triangolo che è parallelo a òft, sarà il risultalo della mol- 
tiplicazione che si doveva fare. 

Infatti, confrontando IV-esimo triangolo della seconda serie, i cui 
lati paralleli a ec,bb sono a^.,, a^, col triangolo simile della 
prima serie, i cui lati corrispondenti sono Cr, b^, si ha 



ossia 



3 Cremona, Elem. di calcolo grafico. 
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Moltiplicando fra loro queste uguaglianze si ha: 

an=i a-"^ — , c.d.d . 

e, C^ Tj c„ 

66. Dimostriamo ora che il risultato non è alterato se sì scam- 
biano tra loro due fattori, per es. - e ~ . Se si prendono questi 

fattori nell'ordine ~ , -, le costruzioni saranno le seguenti (fig.56): 

su ce prendasi OA=:a; da A tirisi la parallela a bb sino a rag- 
giungere l^ in A^ ; il segmento AA^ = a^ si porti su ce, cioè si 
faccia OA^=a^, e da questo nuovo punto i^ si guidi la parallela 
a bb sino ad incontrare l^ in A^ ; il segmento A^A^ cosi ottenuto 
sarà a, . 

Invece, se i fattori si. prendono nellordine -, -, si procederà 

e^ c^ 

come segue: dopo aver preso OA^^a, come dianzi, e condotta per 
A la parallela a 66, si termini quesla sulla /, in A, e dicasi a! 
il segmento così ottenuto; poi facciasi in ec la OAg = a', e si in- 
nalzi A^A^ parallela a 66 e terminata su Z^. Questa A^A^ dicasi a". 
I triangoli simili OA^A^, OA^A, compresi fra l, e ce, danno 

AÀ7""0A ' '^'"'^ a,^a ' 

ed i triangoli simili OA^A^y OAA^, compresi fra 1^ e ec, danno 
analogamente 

A,A,AA, a a' 

-OA.'^'OA' '^'' a.-a' 

Dunque a!^ = a^, c.d.d. (^). 

67. Nel costruire i triangoli della prima serie, invece di portare 
i segmenti 6 sulla retta 66, si potrebbe (flg. 57), dopo aver preso 
nella ce i\ lato 01 = c^, assumere un tal punto 1 su 06 chela 
congiungenle 11 sia uguale (in grandezza assoluta) a 6^. Poi, con- 
dotta per la /, parallela ad 1 1 , sì costruirebbe, come dianzi, il 
triangolo della seconda serie, simile ad Oli, assumendo nella ce un 



(*) EGGER^, Grundzilge einer grapjiischen ArUhmeiik (Schaff hausen , 1865), 
p. 12. — Jaegeh, /. c, p. 11. 
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lato uguale ad a. Allora il prodotto a^= a -^ sarebbe dato , non 

già dal lato parallelo alla bb , ma dal lato sopra l^. E così di 
seguilo per gli altri triangoli. In questa costruzione non è tenuto 
conto de' segni de' segmenti ft, giacché essi vengono portali in dire- 
zioni differenti; perciò nel riportare per es. il segmento a^ sulla ce 
per procedere alla costruzione del triangolo successivo, bisognerà 
dargli il segno di a o l'opposto, secondo che b^ e c^ hanno segni 
uguali od opposti. 

In questo modo di procedere, i segmenti a^, aj,...,a„, che 
sono ottenuti rispettivamente sulle /, , /g,. . . , /„ (parallele alle 6^, 
*a» • • • 1 *«) vengono riportati sulla ce mediante archi circolari il 
cui centro comune è 0. 

68. Un terzo modo di eseguire la proposta moltiplicazione con- 
siste (fig. 58) nel portare (collorigine comune 0) i segmenti ft^ , 
63, 65, . . . , ^2, <?4, . . . sopra uno dei due assi (66) ed i segmenti 
Aj, 64, ... , c^^ C5, Cjj, . . . suirallro asse (ce), congiungendo sempre 
fra loro i termini 11, 22, 33,... de' segmenti b e e d'indice 
uguale. Poi basterà inserire fra i d'ue assi una spezzala, i cui lati 
successivi siano rispettivamente paralleli alle congiungenti 11, 22 , 
33,..., e i cui vertici sfano alternativamente ^ulle rette ce, bb. 
Se il primo vertice è stato preso in modo che sia il termine del 
segmento della 6? (? uguale ad a ed avente Torigine in 0, il secondo 
vertice, il terzo, il quarto,... saranno analogamente i termini 
de' segmenti 

^ K K 

(^l ^% «?3 

coH'origine comune Ò (*). 

Ciò si rende evidente considerando che i triangoli della seconda 
serie, in questa costruzione, hanno tutti un lato diretto secondo bb 
ed un altro secondo ce; mentre il terzo è quel lato della spez- 
zata che è parallelo al terzo lato del triangolo simile della prima 
serie. 

69. Quando non occorra di tener conto de' segni de' segmenti a, 
ft, ^, cioè quando questi siano considerali come tutti positivi, si può 
anche disporre la costruzione in modo che cosi i triangoli della prima 



(*) Nelle fig. 58, 59 e seg., ciascuno dei segmenti che hanno l'origine co- 
muno 0, porla al termine la lettera a o b Cy che ne indica la misura. 
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serie, come i triangoli della seconda riescano disposti consecutiva- 
mente (quasi a ventaglio) intorno ad un vertice comune (fig. 59). 
Per tirinsi w-hl rette o raggi vettori, comprendenti fra loro 
angoli arbitrari; fra il primo e il secondo raggio vettore si costrui- 
scano il primo triangolo della prima serie e il primo della seconda ; 
fra il secondo e il terzo raggio vettore i secondi triangoli delle due 
serie; fra il terzo ed il quarto raggio vettore i terzi triangoli; ecc.: in 
modo che due triangoli successivi della seconda serie abbiano sempre 
un lato comune. Yale a dire: sul primo raggio si prendano coll'ori- 
gine due segmenti rispettivamente uguali ad a e c^\ sul secondo 
raggio si prenda colla stessa origine il segmento h^: si congiungano 
i termini di h^ , c^ ed alla congiungente si conduca la parallela dal 
termine di a, cosi che si determinerà sul secondo raggio un seg- 
mento aj= a—. Prendendo ora nello stesso modo il segmento c^ 
sul secondo raggio, ed il segmento 6, sul terzo, si determinerà su 
quest'ultimo un segmento a^ = a^-^ = a- - -i . E continuando questa 

costruzione si giungerà da uUhìio ad ottenere soli' (nn- ij-esimo 
raggio un segmento avente l'origine in e il cui valore sarà 

6| 6, b„ 
a„ = a- . - ... - . 



IV. 

Potenze. 

70. Se neirullimo problema si suppongono tutte eguali le 6, e 
così pure tutte eguali le e, il segmento costruito a^ sarà il risul- 
talo della moltiplicazfone di a per la potenza n-esiraa del rap- 

b 
porto -. 

In questo caso, e supposta (N. 65) la prima (fig. 60), ovvero 
(N. 67) la seconda costruzione (fig. 61), i triangoli della prima 
serie coincidono tutti in uno solo, due lati del quale sono i segtfienti 
dati b , e. Gli n triangoli della seconda serie sono lutti simili fra 
di loro e simili all'unico della prima serie; i loro lati giacenti in Oc 
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37 
sono ordinatamente a, a,, a,, ...,«;..,. ed i lali paralleli a 6 
sono a,, O3, ^3, • . • ff/n dove 

a,=al . a,=a(^-) , «3=«(^), •.., «-.=«(*)'". 

Questa serie di triangoli simili può anche essere prolungata nel 
verso contrario, in modo da dare i prodotti di a per le potenze 

negative di - . Infatti, costruendo il triangolo il cui lato parallelo 

e 

a b sia uguale ad a, il lato sopra Oc sarebbe 

b (b 



b (by 
a^. = a: - = al ' ] 

e \c I 



costruendo poi il triangolo il cui lato parallelo a b sia uguale ad 
a_,, il lato sopra Oc sarebbe 

«..=«(-*) \ 

e cosi di seguito (*). 

71. Secondo la terza maniera (N. 68), i triangoli della prima serie 
sì riducono a due, uguali fra loro ma diversamente situati (flg. 62); 
Tuno ha il Iato e nel primo asse e il lato b nel secondo; Taltro 
invece ha il lato b nel primo e il lato e nel secondo. Per conse- 
guenza le direzioni dei terzi lati sono antiparallele, e secondo esse 
si dirigeranno i lati della spezzata inscritta fra i due assi. I vertici 
di questa spezzata determinano sul primo asso de'segmenti, che 
contati da hanno per valori 



a, «.=«(*). «4=«(*y, 



e sull'altro asse 



b 

a,=:a - 

e 



' '■•=°(')'' '■•=<"{ty (**)• 



Anche i lali della spezzata formano una progressione geometrica ; 
dello a il primo lato, il secondo è a- , il terzo ai - ) Jl quarto 



(♦) Egobrs, /. e, p. i5. — Jaeger, /. e, p. 18-20. 
(♦•) GoDsiNBRY, /. r., p. 24-25. 
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a' I - j , . . : Di qui si conchiude che il segmento dato , il quale 

dee moltiplicarsi per ( - ) , invece d'essere portalo sul primo asse, 

può inserirsi nell'angolo degli assi, in modo da formare il primo 
Iato della spezzata; r(n+1)-esimo lato sark allora il risultato della 
moltiplicazione. 

Continuando la spezzata in senso inverso, si ottengono i prodotti 
del segmento dato (a od a) per le potenze negative 

iìV' {'r- il)"' 



del rapporto dato. 

Se fra due lati successivi della spezzata, per es. fra i primi due, 

che sono a ed a'-, si vuol continuare la progressione, basterà 
e 

inserirvi una nuova spezzata i cui lati siano alternativamente paral- 
leli agli assi; e si otterrà cosi una figura analoga alla precedente. 
Detto a'^ il segmento del primo asse compreso fra i primi due 
lati della prima spezzala, i lati della nuova spezzata saranno 

<»i. <)■. «■'(')■••••'*'■ 

72. Da ultimo, adottando la quarta maniera (N^ 69) e di piii 
assumendo costante l'angolo fra due raggi vettori consecutivi (fig. 63), 
lutt'i triangoli della prima serie riusciranno uguali, ed i loro ver- 
tici saranno collocati su due cerchi concentrici, Tuno di raggio 6, 
Taltro di raggio e. I triangoli della seconda serie sono tutti simili 
fra loro, giacche ciascun d'essi esimile a quello che gli corrisponde 
nella prima serie; i loro vertici (diversi da 0) e i loro lati (op- 
posti ad 0) sono i vertici ed i lati d'un circuito poligonale a forma 
di spirale. I raggi vettori di questa spirale, cioè le rette condotte 
da ai vertici, sono i termini 

b /bV 

di una progressione geometrica, e possono essere continuati anche 

I ... 

{*) COUSINBRY, l C, p. 24. — CULMAIfN, L C, p. 13. 
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nel verso contrario, in modo da dare i prodotti di a per le potenze 

b 
negative del rapporto - : 
c 

"(0"' "(?)""' "(?)"'- 

Anche i lati del circuito poligonale formano nna progressione 

geometrica, avente la medesima ragione - (*). 

Se rangole costante di due raggi vettori consecutivi avesse con 
quattro retti un rapporto commensurabile, che ridotto ai minimi 
termini avesse per denominatore p, il (p -f- 1 )-esimo raggio coin- 
ciderebbe col primo, il (/?-+- 2)-esimo col secondo, ecc. Per es. 
se il detto angolo costante fosse un retto (**) , anche gli angoli 
compresi da ogni coppia di due lati successivi del poligono spirale 
sarebbero lutti retti ((ig. 64). 



Estrazione di radice. 

73, Si consideri (fig. 65) il poligono spirale ABCDEFG i cui raggi vet- 
tori OAy OB^ OC^ ODj... rappresentano i prodotti di un segmento costante OA 

per le potenze 0, 1, 2, 3, ... di un dato rapporto - = r-^ , ed i cui lati AB^ 

B€, CDy . . sottendono al polo un angolo costante (N. 72}. Come già si è osservato, 
sono simili fra loro tutti i triangoli (elementari) aventi il vertice e per base 
un lato del poligono; e simili fra loro sono anche le figure che si ottengono 
riunendo due o tre o quattro . . . triangoli siffatti, perchè esse sono composte 
dello stesso numero di triangoli simili e similmente disposti. Sono dunque 
"Uguali tutti gli angoli ABO, BCO, CDO, ... ; uguali gli angoli ACO'BDO, CEO, ... ; 
uguali gli angoli ADO^ BKO^ CFO, ... ecc: in generale sono simili tutti i trian- 
goli di vertice le cui basi sono corde che sottendono uno stesso numero di 
lati del poligono : le quali corde sottendono ancora uguali angoli al polo 0. 
Tali proprietà sono affatto indipendenti dalla grandezza dell' angolo AOB, 
assunto ad arbitrio nella costruzione del primp triangolo elementare. Perciò 
esse non cesseranno di sussistere, se quest'angolo si supponga infinitamente 
piccolo: nel qual caso il circuito poligonale diviene una linea curva. Dalla 



(•) Jaeger, l. e, p. 20. 

(••) Belleaux , Der Conslructeur ^ terza edi/. (Braunsch\Neig, 48G9), p. 84. — K. vois Ott , 
Grundzùge des graphischcn Rc^ìtnens unti àer grophischen Stafik (Prag, 'ISTI), p. IO. 
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somiglianza di tutt'i triangoli elementari 8*ègià dedotta l'uguaglianza degli 
angoli alle basi OAB^ OBC,,..; ma, se l'angolo in diviene infinitesimo, ii 
lato opposto del triangolo elementare riesce tangente alla curva; la curva 
ottenuta ha dunque la proprietà che le sue tingenti (prolungate in uno stesso 
senso, per es. in quello dei raggi vettori crescenti) incontrano sotto angoli 
uguali i raggi vettori condotti dal polo ai punti di contatto (*). 
A cagione di tale proprietà, la curva si chiama spirale equiangola {**). 

74. Siccome le figure costituite da un egual numero di triangoli elemen- 
tari successivi sono simili fra loro, cosi, se nella spirale equiangola si condu- 
cono, ad uguali intervalli angolari, i raggi vettori OA^ OD, OC, ,,. ^ì triangoli 
OAB^ OBC, OCD^ ... saranno simili fra loro; per conseguenza i detti raggi 
vettori formeranno una progressione geometrica, vale a dire, il circuito poli- 
gonale ABCD, . . inscritto nella spirale sarà appunto quello che si costruirebbe 
secondo la regola del N. 72 partendo dal triangolo elementare AOB, Perciò, 
se, assunto ad arbitrio il triangolo AOB^ si costruisce il circuito poligonale 
ABCD,, ., tutt'i vertici del medesimo saranno punti di una stessa spirale equi- 
angola, avente il polo in 0. 

Di qui segue che il polo e due punti della curva determinano la spirale 
equiangola. 

75. Due punti qualsivogliano By C della spirale equiangola (fig. 66), il polo 
0, l'intersezione T delle tangenti in quei punti e l'intersezione iV delle rela- 
tive normali sono cinque punti di uno stesso cerchio, pel quale J\T è un 
diametro. Di ciò è facile persuadersi, osservando: 1** che, essendo retti gli 
angoli JYBr, ìYCT, il cerchio di diametro NT passa pei punti B, G; 2° che, es- 
sendo supplementari gli angoli OBT^ OCT (perchè è costante l'angolo che la 
tangente fa col raggio vettore del punto di contatto), i quattro punti OTBC 
appartengono ad una stessa circonferenza. Di qui consegue che l'angolo NOT 
è retto. 

76. Suppongansi ora i punti F, C abbastanza vicini fra loro, onde l'arco di 
spirale fra essi compreso possa essere surrogato da un arco di cerchio. Questo 
arco, dovendo essere tangente alle 67, CT ne' punti F, C, avrà il centro in iV; 
le tangenti BT^ CT saranno uguali, opperò la corda BC sarà divisa per metà 
ed ortogonalmente dalla AT; donde segue inoltre che iV, T sono i punti di 
bissezione degli archi BC del cerchio OBC; cioè ON ed OT saranno le bissettrici 
interna ed esterna dell'angolo BOC. Dunque il punto iV, che deve servire di 
centro per descrivere l'arco BC da sostituirsi all'arco di spirale, si può co- 
struire come estremo di quel diametro del cerchio OBC, che è perpendicolare 
alla corda BC. Il centro P del successivo arco CD^ dovendo essere il punto 
comune alle normali in C, Z>, si otterrà come intersezione delta CN colla retta 
che taglia ad angolo retto e per metà la corda GD^ ovvero colla bissettrice 
esterna dell'angolo COD, E cosi di seguito. 

77. Di qui si cava la costruzione della spirale equiangola per mezzo di archi 
circolari. Dividasi ^fig. 67) lo spazio angolare (quattro retti) intorno al polo 
in un certo numero di parti uguali, abbastanza grande affinchè l'arco di 



(') CousiNERT, Z. <r., p. 41, -i2. — CuLMANN, l. c, p. 14 c seg. 

(••) WiTDWOHTB , The equiangulur-spircd , its chief properiies proved geomelricaliy (Oxford , 
Cambridge and DubliD Messenger of Matbemaiics , voi. 1, p. 5, Cambridge, 4802). 
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spirale corri&pondente a ciascuna parte possa essere surrogato da un arco 
circolare. Sopra due raggi dividenti (vettori) successivi si prendano i punti 
i4, B, pei quali debba passare la spirale. 11 centro Af dell'arco AB sarà l'estremo 
di quel diametro del cerchio OAB che è perpendicolare alla corda AB, Sia 
N il punto ove B}f sega la bissettrice esterna dell'angolo compreso da OB 
col raggio vettore successivo; col centro N si descriverà l'arco BC, Analoga- 
mente sia P il punto ove CN sega la bissettrice esterna dell'angolo compreso 
da 0^ col raggio vettore successivo; col centro P si descriverà l'arco CD. E 
cosi di seguito (*). 

78. Invece di assumere ad arbitrio il punto A (oltre ad OeB)^ si può sup- 
porre dato l'angolo costante che la tangente fa col raggio vettore. In tal caso, 
condotta la BS che faccia con OB l'angolo dato, sia 5 il punto d'intersezione 
della tangente BS colla bissettrice interna dell'angolo che OB fa col raggio 
vettore precedente; e il punto A sarà dato dallMncontro di questo raggio col 
cerchio OBS, Indi trovato quel punto M di questo cerchio che è diametral- 
mente opposto ad 5, si procederà innanzi secondo il metodo or ora esplicato (*). 

79. Spesse volte però si potrà prescìndere dalla descrizione di tali archi di 
cerchio; e limitarsi ad ottenere una serie di punti della curva abbastanza 
vicini per poter essere uniti fra loro con una linea continua. A quest' uopo, 
assunto il triangolo elementare OAiB^ (Gg. 68), il cui angolo in sia assai 
pìccolo, si costruirà fra i lati OAi^OB^ la spezzata A^B^C^D^E^F^G^.,. i cui lati 
siano alternativamente paralleli ed antiparalleli ad A^B^, Indi, sui raggi OAy OB, 
OC, OD, OE, OF,... che fra loro comprendono angoli successivi costante- 
mente uguali ad AiOB^ySÌ prenderanno i punti A, B, C, D, E,.., in modo 
che sia 0^4, = OA, OB, = OB, OC^ = OC, OD^ = OD, OE^ = 0E.., 

80. Questa spirale, quando sia descritta, serve a risolvere il problema del- 
l'estrazione di radice. 

Si domandi la radice 2-esima del rapporto fra due dati segmenti a, a^. Posto 

fl^. = fl f— j , si tratterà di determinare il rapporto— . Conducansi alla spi- 
rale (fig. 69", dove i = 5) i raggi vettori a, a^ e l'angolo da essi compreso 
dividasi in i parti uguali. Gli i— 1 raggi vettori dividenti a^, Oj, ... a^_^ sa- 
ranno i termini intermedi di una progressione geometrica di i + ì termini, 
il primo de' quali è a e l'ultimo è «^ . Il rapporto a^ : a de' primi due termini 
sarà adunque uguale al rapporto cercato. 

81. Due raggi vettori comprendenti un angolo costante hanno un rapporto 
costante. Segue da ciò che, se si fa la somma o la differenza degli angoli 
compresi da due coppie di raggi vettori o^ e b,, a^ e b^, l'angolo risultante 
sarà compreso da due raggi vettori il cui rapporto sarà uguale nel primo 
caso al prodotto, e nel secondo al quoziente de' rapporti a^: b^, a^: b^. Vale 
a dire, la spirale equiangola fa nel calcolo grafico lo stesso ufficio che una 
tavola di logaritmi nel calcolo numerico: i rapporti dei raggi vettori corrispon- 
dono ai numeri, e gli angoli ai logaritmi. Per tale proprietà, la curva di cui 
si parla chiamasi anche spirale logaritmica. S'intende da sé che, assu- 
mendo per denominatore costante di cotesti rapporti il raggio vettore uguale 
all'unità lineare, si verrebbe a sostituire la considerazione de' raggi vettori a 
quella dei loro rapporti coll'unità. 



{*) Costruzioni dovute al signor ingegnere A. Sayno. 
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Per es. se si volesse costruire il segmento x dato dall'equazione 



a; sarebbe quel raggio vettore della spirale che col raggio 1 fa un angolo 
uguale alla media aritmetica degli angoli che i raggi a,, a^.,.. a^ fanno col 
medesimo raggio 1. 

82. Ma quando non si tratti che dell'estrazione della radice quadrata, piut- 
tosto che ricorrere alla spirale, sarà più semplice servirsi delle note costru- 
zioni della geometria elementare. Cioè, se si domanda x = "^^^ il segmento 
X si costruirà come media geometrica fra i segmenti », h. ' 

Se i segmenti OA = o, OB = b sono disposti per diritto e nello stesso senso, 
X sarà la lunghezza della tangente OX tirata da ad un cerchio descritto 
per i4 e 5 (fig. 70); ovvero (fig. 70 bis), descritto il semicerchio che ha per 
diametro il segmento maggiore Oi, x sarà la corda OX la cui projezione sul 
diametro è l'altro segmento b. 

Se i segmenti Oi = a, OB = b sono disposti per diritto, ma in senso con- 
trario (fig. 71), descritto il semicerchio sul diametro AB^ sarà x l'ordinata ele- 
vata dal punto 0. 

83. Gli stessi scopi ai quali serve la spirale equiangola possono essere ot- 
tenuti facilmente con un'altra curva, detta logaritmica. 

Si traccino due assi Oa?, Oij (fig. 72); sul primo di essi si prendano, a par- 
tire dairorigine 0, i segmenti 

00,01,02,03, 

rispettivamente uguali ai termini 

_ m Imy ^ (my 

Tq, a^j — a?o ^ , .Tj — ^0 I "^ I ? ^s — ' ^0 l ^ I j • • • • 

di una progressione geometrica, avente il primo termine Xq e la ragione — 

(dove si suppone myti); e sul secondo asse si prendano, ancora a partire da 
0, i segmenti 

00,01,02,03,.... 

rispettivamente uguali ai termini 

yo = 0, yi = /, 2/a = 2/, 2/3 = 3/,.... 

di una progressione aritmetica, avente il primo termine e la differenza / (*). 
I termini delle due progressioni, che corrispondono alFindice r, sono 



^a 



^r=^o(^), y.=w, 



onde si ha 



-^o(5)' 



(•) Nella serie de' numeri su Oy, Io zero coincide coll'orlgine O degli assi, perchè si è 
preso y^ = 0. 
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In ogni coppia di termini consecutivi dell'una e dell'altra progressione si 
può interpolare nn nuovo termine, per modo da ottenere due nuove progres- 
sioni, nella prima delle quali la ragione sia [--] ossia — , e la differenza 

della seconda sia „ • ^iò si fa osservando che in una progressione geometrica 

(aritmetica) un termine qualunque è medio geometrico (aritmetico) fra il ter- 
mine che lo precede e quello che lo sussegue. Per es. costruendo la media 
geometrica di x^ , os^^^ e la media aritmetica di Vr-^Vr^x^ avremo i due ter- 
mini corrispondenti 

delle due nuove progressioni. In queste si potrà analogamente interpolare un 
termine fra ogni pajo di termini consecutivi; e cosi di seguito, finché si giunga 

a due progressioni per le quali la ragione ( — j . e la differenza n; siano- 

piccole quanto si voglia ('). Indicando con a?, y due termini corrispondenti, 
avremo sempre 



,1) .=..(^)' 



ovvero 



1 * 



(2) . = *-^, 

log — 
n 

i logaritmi essendo presi in un sistema qualunque. Diciamo corrispon- 
denti i punti degli assi Oo?, Oy che sono termini de' corrispondenti segmenti 
^, y; e da essi punti corrispondenti si conducano le parallele agli assi, cioè 
dal termine di x la parallela ad (9y, e dal termine di y la parallela ad Ox. 
Le due rette cosi tracciate si segheranno in un punto U\ le x, y diconsi 
coordinate del punto il/, e propriamente ascissa e ordinata. L'e- 
quazione (1) (2) esprimente la relazione fra le coordinate del punto M dicesi 
equazione di quella curva che è il luogo di tutt'i punti analoghi ad Jlf; 
la qual curva si denomina logaritmica, appunto perchè l'ordinata è pro- 
porzionale al logaritmo di un numero proporzionale all'ascissa. 

84. Questa curva si costruirà adunque per punti nel modo seguente- 
(fig. 73). Tracciati i due assi Ox^ Oy (per es. ad angolo retto), si prenda su 
Oy un segmento OB = 0(2') =/, dove / può considerarsi come l'unità della 

scala delle lunghezze su Oy^ e su Ox prendasi un segmento OA = (2*) =aro-:. 



(*) } è il numero delle intcrpola/'u)iii eseguite. 
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dove Oor=zxQ può essere l'unità della scala delle lunghezze per Ox (*), e il 

rapporto— la base del sistema logaritmico {il numero 10). 

Dividasi OB in 2' parti uguali, e siano 1, 2, 3, ... 2'""*, ... 2' (^ B) i punti 
di divisione. Per trovare i punti corrispondenti di Ox, si prenda la media 

geometrica fra Xq ed a?o — ; cioè si descriva un semicerchio sul diametro OA, 

e si porti su 0*4, a partire da 0, la lunghezza della corda che ha per proie- 
zione Oo; avremo così il punto 2'~^ di Oa?, corrispondente al punto omonimo 
di Oy (cioè al punto di mezzo di OB), Analogamente, si prenda la media geo- 
metrica fra Oo ed 02'""*, e la media geometrica fra 02* ~* ed OA e si otter- 
ranno i punti corrispondenti ai punti di mezzo de' segmenti 02'""*, 2'~^fidi 
Of/. E cosi di seguito. 

Conducansi ora pei punti di divisione di Ox le parallele ad 0^, e pei punti 
di divisione di Oy le parallele ad Ox; i punti ove si segano le rette cosi con- 
dotte per punti omonimi apparterranno alla logaritmica che si voleva costruire. 
Siccome ad ?/ = y^ = corrisponde xr=: Xq= Oo, così la curva passa per lo 
zero della divisione di Ox. 

85. È anche facilissimo costruire la tangente alla curva in un suo punto 
qualunque (fig. 74). Siano infatti M, iV due punti della curva, a piccola di- 
stanza l'uno dall'altro; AfP, NQ parallele ad Ox, MB parallela ad Oy, e ? il 
punto in cui Oy è segata dalla corda MN, 1 triangoli simili TPM, MBN danno 

TP: MP^MBiNB, 
ossia 

TP : MP = OQ — OP : NQ - MP. 

Posto OP — y, PO = h, le MP, NQ saranno le ascisse x corrispondenti alle 
ordinate y, y -t h, epperò 

dunque 

TP=.—^ — =1-4 — • 

(7:f'-(?f (-:r-' 

Suppongasi ora che il punto N si vada accostando sempre più ad M, cioè 
che h diminuisca convergendo verso zero; allora la NMT tenderà a prendere 
la posizione della retta tangente in M, e il segmento TP, projezione di TM 
su Oy, diverrà ciò che si suole denominare sottotangente. Ma ('*) il limite 
verso il quale converge la frazione 



(') Siccome le x crescono assai più rapidamente delle y, così, a fine di contenere la co- 
struzione entro limiti rislrelti, converrà assumere Punita x^ più piccola di ?, per es : x^ - ■= l. 

n 

(*') Baltzer, ArUmetica generale, p. 188. 
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^t! 



h 

ì 

quando h tenda verso zero, è il logaritmo naturale di —, che indicheremo 
con 1 — : dunque al limite avremo . 

rp=— , 

n 

vale a dire, la sottotangente è costante per tutt*i punti della curva (*). 

Donde segue che, quando siasi costruita la tangente in un solo punto, si 
potranno immediatamente tracciare le tangenti in tutti gli altri punti della 
curva. 

86. Costruita cosi la curva logaritmica, si potranno risolvere per mezzo di 
essa tutt' i problemi ai quali servono le ordinarie tavole di logaritmi. Per es. 
si voglia costruire la radice r-esima del rapporto di due rette p, q, Prendansi 
su Ox le ascisse a/=p, a/^=:q^ e per mezzo della curva trovinsi le corri- 
spendenti ordinate y^, y^^. L'ascissa corrispondente all'ordinata 



avrà per valore 



iw'-y'') 



-n 



In secondo luogo, si cerchi la radice r-esìma del prodotto delle r rette 
Pi Pi '"Pr* Prese su Ox le ascisse ìf, =j9i, ^2=P2i ^3=^3» ••• ^r'^Pri ^^^' 
vinsi le corrispondenti ordinate ^i, ^ai 2/3? • •• ^r- L'ascissa x corrispondente 
all'ordinata 

avrà appunto il valore cercato 



fprP^, 



VI. 

Hisoluzione delle equazioni numeriche (**). 

87. Siano ùq, «,, a^^. ,. a^ n+ \ numeri dati in grandezza e segno, e si co- 
struisca un circuito poligonale rettangolare (fit?. 75'), i cui lati successivi 01,. 
12, 23, ... abbiano lunghezze proporzionali ai numeri dati. Quanto al senso 
di ciascun lato, tengasi questa legge: il lato r-esimo ed il lato (r+2)-esimo,. 



f) Salhon, HigJier piane curves^ 2* edU. (DubUn, 4873), num. 314. 

• (••) LiLL, Résolution grapkique des équalions numériques d'i*» degré queìconque à une incon- 
nue: Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* sèrie, t. 6 (Paris 1867), p. 359. 
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che sono fra loro paralleli, abbiano lo stesso senso o sensi opposti, secondo 
che i segni dei numeri ^r—iì ^r+j ? proporzionali a quei lati, siano contrari 
o uguali {•). 

Quindi, fissato un punto Ai nella retta 12, si assuma OA^ come primo lato 
di un secondo circuito rettangolare di n lati, i cui vertici Ai^ A^, ^3, ■.. ca- 
dano ordinatamente nei lati 12, 23, 34, ... del primo con forno. 

I triangoli 01^,, Ai2A^^ A^^A^y ^34^44,... sono tutti simili fra loro, ep- 
però danno 



01 A, 2 A^3 AJi ^x 



A^'i~' A^I^^A^^" A^\ 
donde, avuto riguardo alle identità 



3 * 



'»«~i. ' 



01 =«0? i4, 2 = i4il +Gi, 

12r=aj, A^%'=^ A^2-\- a^y 

23 = 02, ^34 = ^33 + ^3, 



n.n-i- 1 =«„ 



"ni 



A, 1 . , , 

e posto -jh- = (V , ossia i4, 1 = a^ a? , 



si cava 



Ag2-=^aQX^ + n^x , 

ila 3 = flo ^^ -^ a^x + Ca , 

A3 3 == fl'o 0?' + Oj a?* + <7a ^ > 

A„ . n = «0 a?" + <?! .x""^ -t- . . . 
A^ . n + 1 = «0 x*^ 4- flj a?" 



{*) Per fissare con precisione 11 senso di ciascun Iato della spezzata, gioverà la seguente 
convenzione. Si assumano due assi ortogonali XOXy YOY e per ciascun d^essi si fissi il senso 
positivo -, indi conveniamo di dare al numero esprimente la lunghezza di un segmento il coef- 
ficiente -\- \ — \ secondoché esso abbia la direzione positiva o la negativa di XOX, e il 
coefficiente h- i o — » (dove i = v — I , cioè i* = — ^), secondoché esso segmento abbia la 
direzione positiva o la negativa di YOY. Allora si formi un circuito i cui Iati successivi 

01, 42, 23, 34, 45, 06, 

siano uguali ad 

ossia ad 

«oj ^«D -flj) ~»^Si «4» ^«'S) 

onde i Iati 4", 3", 5**, . . . saranno paralleli ad AOX, e gli altri ad }01 ; inoltre due Iati pa- 
ralleli, separati da un solo lato ad essi perpendicolare, avranno lo stesso senso o senso con- 
trario secondoché i corrispondenti numeri a abbiano segni opposti o lo stesso segno. 
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ossia, il segmento ^„ . n h- 1 compreso fra i termini del secondo e del primo 
circuito poligonale è il valore che prende il polinomio 

f [x) = <7o a?" -f- fl', a? '*~ *-+-....+ fln 

quando per x si ponga il rapporto del segmento ^4^1 al segmento 01 od a^. 
Ritenuto a^ positivo, i segni di a; e di c', saranno uguali od opposti secondo 
che A^\^ 12 abbiano lo stesso senso o senso contrario. 

Se i termini dei due circuiti coincidono, sarà identicamente f[x) = 0; allora 
X si dice radice deirequazione/(z) = 0. Le radici reali dell'equazione /^(z)=3 
sono adunque i rapporti A^\ : 01, corrispondenti ai circuiti rettangolari inscritti, 
ì cui termini coincidano col punto n h- 1. , 

A. cagione di queste proprietà, si può dire che il circuito 0123. . .n h- 1 
rappresenta il polinomio intero f{z). 

88. Se si inscrive un nuovo circuito rettangolare OB, B^ •■.5„» indicato con 
y il rapporto B^ 1:01, sarà analogamente 

B^,irTì^f(xj)=a,if + Q, 2/«-^ + . . . + ^^. 

Invece de' coefiBcienti a pongansi i loro valori 

^0 = 01, 

fl, = 12 = v4i 2 — yli 1 = i4i 2 - 01 . ar , 
fla = 23 = ^ 3 - ^ 2 = ^a 3 ~ ^1 2 . J? , 
fl3 = 34 = .43 4 - .43 3 = ^3 4 ~ ^ 3 . a- , 



^^ -1 = n - 1 . n == A^^^ . n - A„_i . n-\ = A,^_^ . n - A^_^ . n - 1 . a? , 
a^^^n . nTl = A„ . nTl — A,^ . 7i = A„ . 7n- I — A,^_^ . n . a? 

e si otterrà 

B,,.^n=OI.2/"-+-(^,2-01 .a?) 2/"-' 
-4- (^ 3 -^,2. a:) 2/"-* 



-4- ^,, n -t- 1 — ^„_i n . a: 
= (y-^) [01. 2/"-^-+-. 4^2. y* -4-^8 3.2/"""' - 



Ma . B„-ir^-A^.n-^\=B„A,, 

y — a?— . — . ; 



dunque 



0) "^ 01 
01.^^4^ = 01 .2/''-'H-^,2.2/"-*4-43.2/«-'+...-f4_,n 



Questo risultato si può enunciare così (fig. 76, dove n = 6): Nel circuito 
rettangolare di n + \ lati 0123. ..n-^1 s'inscrivano due circuiti 
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rettangolari di n lati OA^A^ .. . A^^ OBi B^,,,B^, Poi si formi un 
nuovo circuito rettangolare 012^3'. ..n' di n lati, i quali siano 
ordinatamente paralleli ai lati del primo circuito e uguali 
a 01, i4,2, i4a3, ... , Aj^_^n\ e in esso s'in scriva il circuito ret- 
tangolare di n~ 1 lati, OBt^a' -'^^i-ii avente il lato OBt comune 
col circuito già descritto OB,Ba-«^«' Allora sarà 

B' ,n' B„A 



01 '^ B,A^' 

vale a dire, il segmento B^„_^n^ sarà il risultato della divi- 
sione di f{y) — f(x) per y — wi dove il polinomio /*è quello rap- 
presentato dal primo circuito 012. ..n + i, e le x ^ y esprimono 
i rapporti ^4, 1 : 01 , B, 1 : 01 . 

In altre parole ancora, il circuito 012^3' ... n' rappresenta il poli- 
nomio 

f[z) ^ f{x) 

Z — X ' 

ovvero il polinomio f(z):z-~x^ nel caso che x sia una radice 
deir equazione /"(sìssO. 
89. Gli stessi triangoli simili già considerati danno: 

0-4, i4,^a A^A^ A^A^ '" A,^_^A„' 
epperò l'equazione si può anche scrivere come segue: 

B,A, 

risultato che s'interpreta così (6g. 77): 

Kel circuito rettangolare din-4-Ilati 01 23.. .n-»-l (fìg. 77, dove 
n = 6) si inscrivano i diie circuiti rettangolari di n lati, 
OA^A^.,. A„^ OB^Ba...B„; e nel primo di essi s'inscriva un cir- 
cuito rettangolare di n — \ lati 06*1 (^a • • • ^w— n dove sia 

i)A, "" ^ "" Ul ' 



0^, . -^ = 0^, . r-'-^A.A, . y»-» +A,A, . y»-' + . . . -^ A„_,A^ , 



allora sarà 



^M ^n _ ^i»-l ^H 



B,^i OJ, 

vale a dire, C^^^A^ è ancora uguale al quoziente 

y — x 

0/1 
moltiplicatoperòper^—. 

In altre parole: ridotte le lunghezze nel rapporto OJj : CI , il 
circuito Qi4, i4a . . . i4„ rappresenta il polinomfo 

Z — X ' 
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49 
ovvero il polinomio f\z):z — x nel caso che x sia una radice 
dell'equazione /'(z)=0. 

Dunque ogni circuito rettangolare di n lati inscritto nel circuito dato e 
avente con questo i termini comuni è un circuito risolvente rispetto al 
dato medesimo, giacché rappresenta il quoziente che risulta dal dividere il 
polinomio rappresentato dal circuito dato per uno de' suoi fattori lineari. 

90. Sia ancora il polinomio intero di grado n, ^(3), rappresentato dal con- 
torno Oi 23 . .. n -I- 1; nel quale vengano inscritti (fìg. 78) i due contornì 
0.4, iég . . . i„,OB, Bg . . . 5„. Supponiamo che i punti A^^B^ coincidano entrambi 
coir estremo n f- 1 del contorno dato; vale a dire, siano 0^4, A^., ,,OBiB^. . . 
due contorni risolventi rispetto al contorno dato. Siano poi £»,, Lg... ,^„_2 

i punti dMntersezione delle coppie di lati A^ A^ e B^ B^, A^ A^ e B^B^^ , 

^«-2 -^«-1 6 ^n — 2 ^«~i- ^ triangoli 0^,B,, LiA^B^ sonosimili, per avere i lati 
corrispondenti ortojjonali; e por la stessa ragione sono simili i triangoli A^B^L^, 
4^B^L^\ dunque sono simili i quadrangoli ^Afi^L^^ L^A^BJj^^ donde seguo 
essere perpendicolari fra loro i lati 0/^, , L^^L^. Medesim.amente sì dimostrano retti 
gli angoli i,Z:2^3, L^L^L^,..., L^,_^L,,_^rm. 

Dunque i punti OL^L^ .. . L^-^ n + 1 sono i vertici di un contorno (di n — 1 

Iati ) che è rettangolare ed inscritto così nel contórno 0^,^2 come nel 

contorno OB^B^,.. ; vale a dire, QLiL^.,, è un contorno risolvente rispetto a 
ciascuno dei contorni {^A^A^ . . . , QB^B^ ... In altre parole, ridotte le lunghezze 

nel rapporto — ' , il con tomo KiL^L^ . .. L^ _ n-\- \ rappresenta il polinomio di 

grado n — 5 



{z — x)[z- y) 

essendo j;==0^, : 01 , y = 0/?, : 01. 
91. Sia data l'equazione di 2** grado 

OqX^ -h a^x H- a^ = 0. 

Costruito il circuito 0123 (fig. 79), i cui lali 01, 12, 23 esprimono i 
coefficienti a^^ o^^ o^^ per trovarne una radice, basterà formare un angolo 
retto il cui vertice u4 cada su 12, e i cui lati passino per 0,3. Dunque descri- 
vasi i] semicerchio sul diametro 03; se esso sega 12 in due punti ^i, A^^ 

A \ A \ 
saranno ~i-, — i- le radici dell'equazione proposta. 

Per le note proprietà del cerchio, si ha 

•"2' """ '^•"1 ? 

dunque 

A^ + A^\ = 2^1 + ^,1 = 21 , 
ossia 

A^\ -4-^2! _^ Oj 

vale a dire: la somma delle radici è — — . 

«0 

Poi, i triangoli simili 01^4,, -^,23 danno 

1:^,1=^,2:3 2, 

4 Cremona , Elem. di calcolo grafico. 
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ossia 

donde 



vale a dire: il prodotto delle radici è ~. 

Basandosi sul teorema che precede (S, 88), il sig. Lill ha ideato un sem- 
plice apparecchio, avente per iscopo la determinazione delle radici di una data 
equazione numerica. L'apparecchio consiste in un disco circolare, che può 
essere di legno, perfettamente piano, sul quale è incollata una carta quadret- 
tata. Dal centro del disco, che deve restare fìsso, sorge un perno intorno al 
quale può ruotare un altro disco di ugual diametro, di vetro smerigliato. Il 
vetro essendo trasparente, coll'ajuto della carta quadrettata sottoposta, si può 
immediatamente disegnare su di esso il circuito corrispondente all'equazione 
proposta. In seguito, facendo girare il piatto di vetro, la carta quadrettata 
guida l'occhio a riconoscere il circuito che detiBrmina una radice. Una gradua- 
zione della circonferenza del disco quadrettato permette che dalla deviazione 
del primo lato del secondo circuito dal primo lato del primo circuito si con- 
cluda la grandezza della radice. A quest'uopo, il prim.o lato del circuito corri- 
spondente all'equazione deve dirigersi verso lo zero della graduazione. 



VII. 

Trasformazione delle figure piane (*). 

92. Ridurre una data figura ad una data base b significa tras- 
formare quella figura in un rettangolo la cui base sia 6, ossia trovare 
una retta f che moltiplicala per b dia 1 area della figura proposta. 
Invece di costruire un rettangolo di base 6, si potrà costruire un 
triangolo di base 26; Taltezza di questo triangolo sarà la retta f 
domandala. Il segmento b dicesi base di riduzione. 

Quando più figure si riducono ad una slessa base b , le corri- 
spondenti relte ft, f^ . - - riescono proporzionali alle aree di quelle; 
donde segue che la riduzione di una figura ad una data base equi- 
vale alla determinazione dell'area della figura medesima. 

La figura dala sia il triangolo OAEt (fig. 80), la cui base OA 
s'indichi con a, e l'altezza con A. Dovendo l'area conservarsi inal- 
terata dalla Irasformazione, avremo fb=ìah, donde 



(♦) CULMANN, /. f?., N. 5. 
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/• ha 



vale a dire, sì traila di moltiplicare a pel rapporto A: 26, oppure 
h pel rapporto a: 26. 

Dunque, presa 0C~2b e condona CB, si tiri AD parallela 
a CB. 

Oppure, preso in OB quel punto D, la cui disianza da OA 
è =:26, si tirino le DA, BC parallele. 

Condotta la VD, saranno equivalenti i triangoli OAB, OCD, 
perchè si ottengono aggiungendo togliendo ad uno stesso trian- 
golo OAD (secondo che sia OC maggiore minore di OA) i 
triangoli equivalenti ADB, ADC, Dunque il cercato segmento f 
sarà, nella prima costruzione, Taltozza del punto D sulla OC, e 
nella seconda la lunghezza OC 

93. Non è necessario che una delle dimensioni 26, /cada in 
un lato del triangolo dato. Si può prendere come doppia base 26 
una reità BC (fig. 81) condotta dal vertice B sul lato opposto OA, 
purché 26 non sia minore della distanza di B da OA; allora la cor- 
rispondente altezza /"sarà OD, antiprojezione di OA sulla BC. Oppure 
si potrà , se 26 non è maggiore di OA , assumere per doppia base 
26 la OD, corda del semicerchio di diametro OA: in questo caso 
l'altezza / sarà h BC parallela alla corda supplementare DA, 

94. Si debba ridurre alla base 6 il quadrilatero ABCD (lig. 82); 
condotta CO parallela alla diagonale BD, il quadrilatero si tras- 
forma nel triangolo OAB ; quindi si procederà come fu detto sopra; 
cioè, p. e.: tirata la BC^=2b, Tautiprojezione OD^ (di OA su BC) 
sarà la dimensione cercata f, 

95. Si pdò operare la riduzione anche senza prima trasformare 
il dato quadrilatero AB CO in un triangolo. Presa come ipotenusa la 
diagonale OB (fig. 83, 84, 85, 86), supposta non minore di 26, 
si costruisca un triangolo rettangolo ODB, il cateto BD del quale 
sia uguale a 26. Projettinsi, mediante raggi paralleli ad OB , ì 
punti A, C in A\ C suirallro cateto: i triangoli OCB, OBA sa- 
ranno equivalenli ai due OCB, Olì A!: ma in questi la distanza 
della base OC od M dal vertice opposto è uguale a 26; dunque 
la dimensione /* pel quadrilatero sarà OC^-^MOzuAJC. 

Nel quadrilatero intrecciato (N. <7) della fìg. 87', se. AC e 
parallela a BO, \ punti A!,C coincidono, epperò f=^. Infatti, in 
questo caso l'area ABCO è uguale alla somma di due triangoli 
ì'ABj VCO, che sono uguali, ma opposti di isegno. 
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96. La dimensione f è ancbe uguale al segmento determinalo 
dalle AA! , CC^ sulla rella condotta per A o per C e parallela 
ad AT. 

97. La costruzione precedente suppone %b non maggiore della 
maggior diagonale OB del quadrilatero. Se ^b>OB, si potranno 
invertire fra loro le dimensioni 26 ed /*. Cioè conducasi A E pa- 
rallela ad OB e facciasi CE=%b\ poi, costruito suU'ipotenusa OB 
un triangolo rettangolo ODB che 'abbia un cateto OD parallelo 
a CE, l'altro cateto BD sarà =/". 

98. Per ridurre ad una data base un poligono, ilcui perimetro 
sia intrecciato o no, si cominciera dal trasformarlo in un iiuadri- 
latero equivalente. Quindi si applicherà al quadrilatero la costru- 
zione suindicata per ottenere quel segmento f che, moltiplicalo per 
la, base 6, fornisce Tarea del poligono proposto. 

11 poligono dato sia 012345678 (fig. 88); conducendo 

la retta 8' 7' parallela alla diagonale 07 , 

» 7' 6' » » 06, 

» 6' 5' » » 05, 

» 5' 4' » » 04, 



)) 



4^3' »> » 03, 



il poligono si trasforma successivamente ne' poligoni equivalenti 
01234367', 0123456', 012345', 01234', 0123', che man mano 
hanno un lato di meno (*). Finalmente si giunge al quadrilatero 
0123'. 

99. In questa costruzione i nuovi lati 07', 06', 05' . , . de' poli- 
goni trasformali sono raggi uscenti dal vertice fisso 0. Ma si può 
anche procedere in modo che tulli i nuovi vertici 7', 6', 5',... 
cadano sopra un lato (isso. 

Abbiasi p. e. (fig. 89) il circuito Aabcde COI 2 34 5; conducendo 



sino ad incontrare il lato fisso OC, 



(*) I triangoli 078, 077' sono equivalenti, perchè le rette 07, 87' sono pa- 
rallele; togliendo il primo ed aggiungendo il secondo triangolo ar poligono 
dato, si ottiene il nuovo poligono 01234567'. E cosi di seguito. 



n' 


parallela 


a 20 


2-2' 


» 


31' 


33' 


» 


42' 


44' 


» 


53' 


5/) 


» 


A4' 
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66' parallela 


a ca 1 


cc^ » 


db' { 


dd' 


ec' { 
Cd'] 


eB « 



si (lelermina la iella AD che può essere soslituUa alla spezzala 
A 5432 IO. Infatti, essendo parallele le 11', 20, sono equivalenti 
i triangoli 120, 1'20; e togliendo il primo, aggiungendo il se- 
condo al poligono dato, questo si trasforma in AabcdeCV'i.'òVò. 
Cosi, essendo equivalenti i triangoli 1'23, 1'2'3, Tultimo poligono 
si trasforma in AabcdeCiiVò', e via di seguito, sinché si arriva 
al circuito AabcdeCD. 

Per operare una siraigliante trasformazione della spezzala AabcdeC, 
si conducano 



sino a incontrare il lato fisso Aa , 



e tulio il poligono AabcdeCD si lro\erà ridotto al quadrilatero 
equivalente AB CD. 

100. Questo metodo è il più comodo e conveniente per trovare 
le aree di figure i cui perimetri siano conformali ne' modi più 
svariali. Con un po' d'esercizio si impara ad eseguire la trasfor- 
mazione affatto meccanicamente, e senza aver alcun riguardo alla 
forma del circuito proposto. 0"^st® costruzioni permettono inoltre 
d'aver riguardo ai segni; cosi che, se si ha a fare con aree di 
segno diverso, il risultalo dk senz'altro a conoscere il segno che gli 
compete (*). 

Si abbia per es. il circuito intreccialo (fig. 90) A^C01234 , 

rappreserilanle la sezione di una massa di terra, in islerro e riporlo. 

Conducendo . . ^ „ , an 

ir parallela a 20 , 

22' )^ 3r , 

33' » 42' , 

ìD » i3', 

sino ad incontrare il lato CO , si trasforma il poligono dato nel- 
l'equivalente quadrilatero ABCD: il quale dà per conseguenza la 
differenza fra l'arcadi riporto ABCIk e quella di sterro 70123, 
le quali sono di segno contrario. Il circuito ABCD avrà lo stesso 
senso del circuito ABCIi o del circuito 70123, secondo che è 
maggiore il riporlo o lo slerro (^*). 

401. Figure circolari. Un settore circolare OAB (Hg. 91) è 
equivalente ad un triangolo O.iCche abbia il vertice nel centro 
e per base una porzione AC di tangente uguale all'arco AB, Per 



C) GuLMANN, L c, p. 28. -- e*) Ibid,, p. 29. 
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isviluppare (con approssimazione) l'arco AB sulla tangente, si assume 
dapprima un piccolo arco oc , che possa con errore trascurabile 
essere surrogalo dalla sua corda a; si applica la corda a sulFarca 
dato, a partire dall'estremo ^, e si ripete successivamente quante 
volte è possibile, sino a che si cada nel punto A o in un punto 
prossimo A'. Allora, partendo da A\ si porterà lo slesso numero di 
volle la corda a sulla tangente AC (*). 

Il settore circolare OAB equivale adunque al triangolo retti- 
lineo OAC. Il segmento circolare AB (ossia Tarea compresa fra 
l'arco e la corda AB) è la differenza de' triangoli OAC, OAB , 
epperò equivale al quadrilatero intrecciato OBAC, 

102. Non è necessario che la tangente, sulla quale si sviluppa 
l'arco , passi per un estremo dell'arco medesimo , ma può invece 
toccarlo in un altro punto qualunque T (flg. 92); allora si sviluppa 
l'arco AT sulla CT e l'arco jST sulla DT, Il settore OAB si tras- 
forma nel triangolo OCD\ ed il segmento circolare AB equivale 
alla differenza OCD—OAB, ossia alla tìgura intrecciata OCDOBAO, 
che è da considerarsi come un esagono, due vertici del quale sono 
riuniti in (fig. 93). Condotte 0B\ OA^ parallele rispettivamente 
alle AC, BD, \ triangoli OAC, OBD si trasformano in B'AC, 
A'BD', eppGrò il segmento circolare è equivalente al quadrila- 
lero AB' CD. 

103. Esempio. La figura da ridursi sia il quadrilatero mistilineo 
ACDò, compreso fra gli archi circolari non concentrici iC, 3I> 
e le rette CD, A3 (fig. 94). I centri de' due archi siano 0,1; 
la data figura sarà uguale al settore OAC diminuito dal settore Ì3D 
e del quadrilatero OAiC. Sviluppando i due archi sulle rispettive 
tangenti iniziali AB, 3?, i due settori circolari si trasformano nei 
triangoli OAB, 132; ond'è che la figura data sarà uguale aj trian- 
golo 0A5 diminuito dello spazio Oi321(70, uguale cioè al poli- 
gono intrecciato ABOCMSA. Il quale, tirando 

1 1 ' parallela a 2 C , 
22' » 31', 

3C' » i2\ 

sino ad incontrare il lato fisso OC, si trasforma nel quadrilatero 
intrecciato AB OC. Quindi sì troverà l'area bf di questo quadri- 



(*) GuLMANN, /. c, p. 37. Veggansi in una nota alla fine di questo libretto 
una regola di Rankinb per rettificare con approssimazione gli archi circolari ^ 
ed una lettera del prof. A. Sayno sullo stesso soggetto. 
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55 
lataro col solito metodo; cioè, sì coslrurrà sulla diagonale AO (come 
ipotenusa) un triangolo rettangolo, un cateto del quale sia XE=%b; 
la dimensione f sarà la distanza, misurala parallelamente al secondo 
cateto, del punto B dalla retta parallela ad AO e passante per C 

104. Come altro esempio, vogliasi determinare l'area della fi- 
gura 95 , che rappresenta la sezione di un ferro ad i/ , e che è 
composta: 1° di una lunula AEA'F compresa fra due. archi cir- 
colari, Tuno di centro U, l'altro di centro 0; T di una corona 
CBFffC^ compresa fra due archi circolari Bff, CC concentrici 
(centro 0); 3^ di due parti rettilinee (*) uguali BCJIB, ffCftff, 
simmetriche rispetto alla retta OUFE, che è pure asse di simme- 
tria per l'intera figura. 

La lunula è uguale al settore VAEA\ più il quadrilatero OAUA\ 
meno il settore OAFA\ ossia è uguale alla somma UAEA!-^OAlIA\ 
-^AOA^F, Trasformati i due settori predetti ne' triangoli UAD , 
AOG (dove AD, AG rappresentano gli sviluppi degli archi AEA\ 
AFA' sulle rispettive tangenti iniziali), la lunula sarà uguale alla 
somma UAD-^OAVA!-\-AOG, ossia (percorrendo questi tre cir- 
cuiti consecutivamente, come se formassero un circuito solo) all'area 
del circuito AD UÀ' AOG A. In questo circuitoci può omettere la 
parte OA che è percorsa due volle in senso contrario (N. 22); 
dunque la lunula equivale aircsagouo intrecciato ADVA!OGA. 

La corona si consideri come differenza de' settori OBtì, OCC 
Sviluppando gli archi sulle tangenti medie PP , QQ^ , -siccome le 
rette PQ, PQ^ passano per 0, cosi la corona riesce uguale al tra- 
pezio PP^Q'Q, che è la differenza de' due triangoli OPP\ OQQ' 
equivalenti ai settori anzidetti. 

Se ora si riducono alla base b l'esagono ADUA^OG, il tra- 
pezio PFQ'Q ed il pentagono BCJIH, e si trovano le corrispon- 
denti misure /*, /*,, f^, sarà 6 [f-^fi-^^h) l'arca della figura pro- 
posta (**). 

Ovvero si consideri la figura data come aggregato di triangoli 
e trapezi, nel modo che segue: 

UAD-^20AU—OAG-^OPF—OQQ'-\-2BCKH'^2CJIK 

(dove la retta CK fu condotta parallelamente alle BH, JI)\ si 



(*) Diciamo rettilinee, perchè imaginiamo surrogati i piccoli archi C/, C*J* 
dalle rispettive corde. 

(**) Nella fig. 95 si è trovato a dirittura il 2/i, adoperando h invece di 26 
nella riduzione della figura B'C'JTir, 
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considerino le aree di qnesle parli triangolari o Irapezie come pro- 
dotti di due fattori ; e si riducano quosli prodotti alla base b me- 
diante il poligono di moltiplica/Jone. S'intende da se che per ciascuna 
area da sottrarsi uno de' fattori dovrà essere preso negativamente 
(Og. 95 bis). 

105. Vlgnre curvilinee In i^enéraie {*). — É proprietà notissima 
della parabola che un segmento parabolico (fig. 96) equivale a 4/3 del trian- 
golo, la cui base sia la corda della parabola, che è base del segmento,. ed il 
vertice sia il punto dell'arco ove la tangente è parallela alla base, vale a dire, 
il segQiento parabolico equivale ad un triangolo, la cui base sia la corda e la 
cui altezza sia 4/3 della saetta: chiamando saetta la distanza normale fra la 
corda e la tangente dell'arco parallela alla corda. 

106. Un metodo di trasformazione delle figure curvilinee consiste nel con- 
siderare le piccole porzioni del contorno curvilineo come archi di parabola. 

Se una linea curva (fig. 97) è divisa in piccoli archi, ciascuno de' quali 
possa approssimativamente essere riguardato come arco parabolico; e se i 
segmenti parabolici contenuta dagli archi e dalle rispettive corde si trasfor- 
mano in triangoli, le cui basi siano le corde stesse, i vertici di questi trian- 
goli si potranno prendere arbitrariamente su rette che siano parallele alle 
corde e da esse abbiano distanze uguali ai 4/3 delle rispettive saette. Prendansi 
questi vertici in modo che il vertice di ogni nuovo triangolo sia sul prolun- 
gamento di un lato del triangolo precedente, vale a dire che i vertici di due 
triangoli successivi siano sempre in linea retta col punto comune alle loro 
basi. Allora il circuito curvilineo si troverà trasformato in un circuito retti- 
lineo equivalente, formato da tanti lati quanti sono i segmenti in cui fu divìso 
il circuito dato. 11 circuito o poligono rettilineo verrà poi di nuovo trasformato 
in un quadrilatero e poi ridotto alla base data, nel modo che fu già esposto. 

107. Esempio. Vogliasi (fig. 98) alla lìnea irregolare AB di confine fra due 
proprietà sostituire una spezzata di due tronchi rett'linei , avente i termini 
in A,B, 

Si consideri il circuito formato dalla curva AB e dalla retta BA^ e si trasformi 
in un triangolo di base BA. k tale uopo si divida la curva AB in piccoli 
archi; si tirino le corde ed ai segmenti cosi formati si sostituiscano de' trian- 
goli, secondo il processo dianzi esposto; per tal modo il circuito anzidetto 
si sarà trasformato nel poligono rettilineo /10I2345B. Poi conducendo 

1 r parallela a 20 
22^ » 3r 

33^ « 42^ 

44^ » 53^ 

5C • B\' 

sino ad incontrare il lato fisso ^0, cotesto poligono sarà trasformato nel trian- 
golo ACB; opperò alla linea irregolare data si saranno sostituiti i due tronchi 
rettilinei ACy GB. Il punto C si potrebbe spostare ad arbitrio sopra- una linea 
parallela ad AB^ giacché per tal guisa l'area ACB non viene alterata. 



(*) CULMANN, /. e, N. 12. 
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408. La riduziane delle aree ad una base data suggerisce un altra 
costruzione della risullanle di più sogmenli A, li,, A^B^ . . . , dati di 
grandezza, senso e posizione (fig. 99). Assumasi un punto come 
orìgine di un circuito poligonale , ì cui lati siano ordinatamente 
equipollenti ai sogmenli dati ; e sia N il termine del circuito. Si 
trasformino i triangoli OA,B,, OA^B^ ..., riducendoli alla base 
comune ON: e propriamente si trasformino quei triangoli in modo 
cbe abbiano un vertice in e la base opposta sia equipollente 
ad ON^ Allora anche la somma Oi. /ì.-hOÀ^ 5^ -f-. .., si troverà 
trasformata in un triangolo OAB, dove AB h equipollente ad ON. 
Il segmento AB h h risullanle domandata (N. 43). 

Per operare la trasformazione sovraccennata converrà prendere 
le origini i,, .4^, . . . , de' segmenti, in linea rella con 0. Projet- 
lando i punti B,, B^, ... in B,\ BJ, . . . sulla ON, mediante raggi 
paralleli alla OA,A^ . . . , i triangoli OA,B^ , OAJB^, , . . , si tras- 
formano in OA,B,\ OA^BJ , . . . Indi conducansi le B/C, , BJC^, 

. . . , ordinatamente parallele alle NA^, NA^ , e siano C, , 

C'^ , . . . i punii in cui esse segano la OA,A^ ... ; onde si avranno 
i triangoli OC,N, OC^N, . . . , rispeltivamenle equivalenti ad OA,B,\ 
OA^BJ , ... Perciò se nella OA^A^ ... si prende il segmento 
Oi4 =0 C, -^ OC!, -+-... , e se per A si conduce AB equipollente 
ad ON, sarà OAB=OA,B,-hOA,B,-^. . . 



Vili. 

Baricentri. 

109. Ne' teoremi dei N' 40, 41 suppongansi i punii B^B^. . . B„ 
tutti coincidenti in un solo punto G. Allora quegli enunciati si 
riducono ai seguenti: 

Se A,G, A^G , . . , A,,G sono n segmenti la cui risultante 
sia zero, assunto un punto ad arbitrio nel piano, la 
risultante de' segmenti OA,, OA^, ..., OA^ sarà uguale 
(equipollente) ad n volte il segmento OG (lig. 100). 

Viceversa, dati n punti A,, A^ , ...A„, se la risultante 
delle rette OA,, ÒA^, ..., 0A„ che congiungono un 
polo ai punti dati è uguale a n volle la retta OG 
che da va ad un punto G^, la stessa proprietà avrà 
luogo per qualsivoglia altro polo 0'; cioè la risultante 
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delle O'A,, 0'A„ ...ÙA^ sarà n volte il segmento O'G; 

e la risultante delle 6ri,, GA^, ...GA„ sarà nulla (*), 

HO. 11 puDlo G dicesi baricentro de' punti ^, , i,, . . . , i„. 
Dati i punti 4„ ^1^, . . . , A„ (fig. 101 , dove fi=iA) per costruire 
il loro baricentro G, si procederà come segue: preso un polo arbi- 
trario 0, si costruisca un circuito OA, 2 3 ...fi, la cui origine - 
sia e i cui lati siano successivamente equipollenti ai segmenti OA,, 
OA^, . . . , 0A„. La rella On che chiude il circuito passerà pel 

On 
punto C, e sarà 0G= — . Invece di dividere On in w parti uguali, 

n 

per oltenere G si potrà costruire un secondo circuito, partendo da 
un'altra origine 0'; la retta che chiude questo nuovo circuito se- 
gherà On nel punto' G cercato. 

Hi. Il sistema degli n punti dati non può avere un altro ba- 
ricentro G". Infatti, se oltre ad essere nulla la risultante di GA, ^ 
GA^, . . . , (fi„, fosse anche nulla la risultante di G'A,, G^A^, . . . ^ 
&A„, sat*ebbe nulla la risultante generale di tutti ì segmenti 6^1,^ 
A,G\ GA^, A^G\ . , . , GA„, A„G\ Ma componendo i due segmenti 
GAr, A,.G' si ha il segmento G^ 6?'; dunque dev'essere nullo GG\ 
ossia ff dee coincidere con G. 

H2. Se anche nel teorema del N. 42 si suppongono coincidenti 
i punti B,^ B^, . , . ^ B„ in un solo punto G, si ottiene l'enunciato: 

Se (f è il baricentro de' punti 1,2, 3,...,», e se 
tutti quésti punti si projettano in G\ ì\ %\ 3', . . . , n' 
su di una retta, mediante raggi paralleli , la somma 
delle rette < I', 22', 33' , . . . , ww' sarà uguale ad n volte 
la retta Gff (fig. 102). 

In virtù di questo teorema, siccome rr^ è la distanza (obliqua) 
del punto r dalla retta sulla quale si è eseguita la projezione, cosi 
il punto 6r vien denominato anche centro delle medie distanze 
dei punti dati 1, 2, 3, . . . , « (**). 

113. Invece di supporre ne' teoremi dei N' 40, 41 che tutti i punti 
B,, B^. . . B„ coincidano in un solo 6r, imaginiamo ora che alcuni 
dì essi B,, B^, . . . B^ siano distinti dai rimanenti, i quali coin- 
cidano in un solo G; sicché sarà nulla la risultante de' segmenti 
A, 5,, A^5j, . . , AiBi, Ai^.G, . . . , A^G , e, qualunque sia 0, 
la risiillanle di OA^, OA^y , . . OA^ sarà uguale alla risultante 



(*) Grassmann, /. e, p. 141. — Chblini, ^mi centri de' sistemi geometrici. 
(Raccolta scientifica, Roma, marzo 1849), § 1. 

(♦♦) Oarnot, Cor relation des ffgures de geometrie (Paris 1801), n. 209. 
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di OB,, OB^, , . . OBi, [n — t) OG. La prima di queste ugua- 
glianze non si altera se; invece del segmenlo A^B^ poniamo i due 
A^G , GB^, ovvero A^G, — BrG\ e anche la seconda uguaglianza 
continuerà a sussistere se alluna e all'altra risultante si aggiun- 
gano i segmenti 5, 0, 5^0, . . . , 5^0, sicché ne verrà l'uguaglianza 
fra la risultante delle OA,, Oi,, . . . , Oi„ , 5.0, 5,0, . . . , 5,0 
e la risultante delle 05., OB,, . . . OB,, B,0, B^O, . . , B,0, 
[n — i) OG, ossia fra la risultante delle Oi,, Oi, , • . . , 0.4„ , 
— OB,, —OB,, ..., —05, e la (n— i) OG Dunque: 

Se è nulla la risultante de' segmenti ^4.6?, A^G , . . . , 

A^G , — 5,6r, — 5jG, , — BiG , per qualunque 

punto sarà la risultante de' segmenti OA,, OA^, . . . , 
Oi„, —OB,, —OB,, . . , —OB, uguale ad [n—i] OG: 
e viceversa se per un polo sussiste questa ugua- 
glianza, essa sussisterà per qualsivoglia al tro polo 0', 
e sarà nulla la risultante de' segmenti A,G, A^G, . . . , 
A^G, — 5, 6r, — B^Gy . . . , — 5,6r. 

114. Degli « punti ^., A,, . . . A„ suppongo ora che alcuni 
coincidano insieme in un solo punto , altri coincidano del pari in 
un altro punto ecc.; e che anche i punti 5., 5,, . . . 5, si riu- 
niscano e coincidano per gruppi. Allora, indicando con a, , «, . «3 » 
. . . numeri interi, positivi negativi, la cui somma sia m, il teorema 
che precede potrà enunciarsi cosi: 

Se i punti A,y A^, A3, ..... e G sono tali che 
sia nulla la risultante de' segmenti a,,A^G , oc^.A^G , 
«3.^36^,..., qualunque sia il polo sarà m.OG uguale 
alla risultante de' segmenti a.. OA. , a^.OA^ , a^.OAi, . . . 

E viceversa: se per un polo sussiste questa proprietà, 
che m.OG sia uguale alla risultante di à,,OA^, a^.OA^, 
(X3,0A^, . . . , la medesima proprietà sussisterà per 
qualsivoglia altro polo 0', cioè la risultante de'segmenti 
«, .O'A, , a^.O'A, , «3.0' A3,..., sarà uguale ad m.O'G; e 
la risultante de'segmenti a, .GA,y a,. GA,, «3. 6? A3, . . . , 
sarà zero. 

115. Il punto G dicesi baricentro de' punti A„ A^, A3 . . 
ai quali siano applicati i coefficienti a, , a, , a3 , . . . : 
ovvero, per brevità di discorso diremo che G è il baricentro 
de' punti a^.A^, <3f».A^, «3 . A3 , . . . , scrivendo dinanzi a 
ciascun punto il coefficiente che gli spetta. 

116. Dal teorema del N. 42 si ha poi: 

Se 6 è il baricentro de' punii cr^.A,^ «a-A», «3. A3,..., 
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e se i punti G, A,, i^ , Ì3 , . . . , si projellanb in C , 
A/, i/, i/, . . . , su di una reità, mediante raggi pa- 
ralleli, la somma delle rette a,.A,A,\ a^.A^A^\ gc^.A^A^, 
. . . , è uguale ad m,GG\ dove mz^a.-f-a^-i-aa-f-. . . 

Per questa proprietà, G dicesi anche centro delle medie 
distanze de' punti a,A^, a^i^, «3^3 • • • (^)- 

ÌM. Sin qui i coefficienti «„ c/.^, a., . . . , applicali ai punti 
dati i, , i;,, A3, . . . , sono numeri interi, positivi negativi. 
Ora estenderemo il concetto di baricentro al caso che le a,, 
a^ , ^3 , . . . siano numeri qualisi vegli ano, piuttosto siano 
segmenti paralleli, proporzionali a grandezze arbitrariamente date. 

Siano dati adunque i punti A,, A^, A3, . . . , ai quali siano 
applicati i numeri i segmenti paralleli a», a^, «3, . . . Su dì 
una retta p^ si projettino, con raggi paralleli ad una direzione fis- 
sata ad arbitrio, i -punii dali, in A/, A/, A3', ... ; e con raggi 
paralleli ad un'altra direzione, pure fissala ad arbitrio, si projettino 
gli slessi punti dati in A,", A/', A3", . . . , su di una seconda 
retta p'', non parallela a p\ Ora si determini una retta r' parallela 
a p\ tale che la disianza da / a y, misurata parallelamente ai 
raggi A,A,\ A,A^', . . . , sia uguale ad 

a, .A.A/-i-<z, .A.A.Vas^. AjA'a-f- ..." 



e cosi pure si determini una retta r" parallela a />", tale che la 
distanza da r" a p^\ misurata parallelamente ai raggi A,A^\ A^AJ\ 
. . . , sia uguale ad 

«^ .AiA^'-ha^.A^ A/'-f- «s-AsAs^H-... 

a,-+-a^H-a3-K 

Indicando con G il punto comune alle r\ r", e con G\ ff^ le 
projezioni di G sulle />', p'\ fatte con raggi rispettivamente paralleli 
alle A^AJ, A,A,^^ , si avrà dunque 

a.. A, A/ -+-«,. A^A/ -+-5f3.A3A3'H-...z=(a -f-a^-f-a3...)ÉrÉr', 
a^,A,Aj'-hc/.^.A,Aj'-^a,.A,A,''^„. = {a,^a,-ha,...)GG'\ 

Sia ;)'" una terza retta data qualsivoglia , e su di essa si pro- 
jellino in A/", AJ^\ A3'", . . . , (?"' i punti dati e il punto G 



(*) L'HuiLiER, Élérnens tranalyse gèométriqne el d'analyse algébrique etc, f Paris 
1809), $2. 
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con raggi paralleli ad una nuova direzione. Fra i Ire raggi projet- 
lanli uno slesso punlo A, o A^ o A^ . , . avrà luogo (N. \ 6) una 
relazione lineare con coefficienti costanti, cioè si avrà 

fc' . A.A/-^A" . A.A/'-f-F' . A,Ar=k , 



Moltiplichiamo queste uguaglianze ordinatamente per a,, or^, «j, 
. . . —(«.-+-«» -H!Z3 . . .) e sommiamo i risultati; tenuto conto 
delle eguaglianze già stabilite, si avrà 

A'''}(Z.M.4/''-v. a,J,4/''-^ «3.^3 V'-^ ...-(«. -^«.-^«3-*- ..0^<?^ 
ossia 

Vale a dire: se si projettano i punti A,, A^, Aj, . . . , G 
su di una retta qualsivoglia, con raggi paralleli ad 
una direzione fissata ad arbitrio , il prodotto del 
raggio proiettante G moltiplicato per «,-+-«^-+-«3, ... è 
uguale alla somma dei prodotti de' raggi projettantr 
A,, Aj, A3 , . . . rispettivamente moltiplicati per a,, 

a^, «3 , • . • 

ÀI punto (7, cosi definito, si dà il nome di baricentro de'puuti 
A, , A^, A3, ... ai quali siano applicati i numeri i segmenti 
paralleli «,,«», «3, .. . 

11 baricentro non muta se ai coefficienti a, , a^, «3, . . . , si 
sostituiscono altri coefficienti ad essi proporzionali ; infatti con ciò 
non si alterano i rapporti di a„ a», «3, . . . , ad «,-+-«a-+-«3 . . . 

418. Se i punti A, , A^, A3 , . . . e 6r si projettano in 
A/, A/, Ai\ . . . , C su di una retta p\ mediante raggi 
paralleli ad un'altra retta y, indicato con 0' un punto 
qualunque di p\ si avrà identicamente 

a. . O'A/ -+-«,. O'A^' -+-«3. 0'A3'-+- . . .=(«.-^«,-+-«3-4-. . .)(yff. 

Infatti , se si fa passare la retta p" per 0' e si projettano i 
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punii A,, i„ A3, . . , G in A/\ AJ\ A^\ . . . , G" su p'\ 

mediante raggi paralleli a p\ si avrà evidentemente 

A,Ar=A;a, ax^±^a:o\ A,A;'=A^a, . . . , Ga^=Ga% 

Ma pel teorema che precede si ha 

dunque ecc. 

ì\%. Se è un punto arbitrario^ la risultante dei 
segmenti ct^MA,, a^.OA^, «3.0^3,!... sarà (a, h- a^-i- «3 

Per segmento a ,0A intendiamo un segmento parallelo ad Oi, 
diretto nel senso di OA nel senso contrario, secondochè a sia 
positivo negativo, e la cui grandezza sia OÀ moltiplicato pel rap- 
porto a:1. — Pel punto si conduca una retta /?' e sudi essa 
si projetlino i punti A,, A^, A3, . . . , G in A/, A/, A3', . . . , tf 
mediante raggi paralleli. Il segmento OA è la risultante de'segmenti 
0A\ A'A ; epperò, ampliando questi segmenti nel rapporto a:1 , 
sarà e/. , OA la risultante di a . 0A\ a. A* A, Ne segue che la ri- 
sultante de' segmenti a,,OA,, a^.OA^, a^.OA^, ... si potrà 
ottenere componendo tutti insieme i segmenti a^.OAj, a^.ÒA^, 
«3. OA3', . . . , ed i segmenti a, . A/A^, a, . A^A^,, «3 . A^A^, . . . 
Ma la risultante (ossia la somma) di a,. OAJ , a^,. OAJ , 
a^.OA^, . . . , è (a,-i-a^-f-a3, . . .) Off\ e la risultante (ossia la 
somma) di a, -A^A,, u^.A^A^, c/.^.A^Aj,, ... è (a,-Ha^-Ha3-+-...)6r'6; 
dunque la risultante de' segmenti ol,.OA,^ a^.OA^, «3. OA3,... 
si può comporre coi due soli segmenti (a.-h-a^-f-aj . . . ) OG^', 
(a, -Ha^ -H «3 . . . ) G' 6r , epperò coincide col segmento 

(a, -4-«^-4-a3 . . . )0G. 

120. Di qui segue che, dati i punti A,, A^, A3, ... (fig. 103) 
coi coeiTicienti (numeri segmenti paralleli) a,, a^, ««..., per 
trovare il punto. 6r, si potranno costruire, a partire da due origini 
differenti* 0, 0\ due circuiti, il primo de' quali abbia i lati equi- 
pollenti ad (x^.OA,, a^.OA^, oCi.OAsy . . . , ed il secondo ad 
a,.ffA^, a^.O'A^, ol^.O'À^,.,, Le rette OR, O^If, che chiudono 
rispetlivamenle i due circuiti si segheranno nel punto cercato G, 
e sarà 

OR =(«.-^-«.-+-«3-+- ..,..)0G y 

aR'= (a.M- «, -K«3 -+- )0'G (*). 

(*) Grassmann, /. f., p. 142^ 
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Se le OL sono segmenli , i prodotti a . Ok saranno arce , che 
bisognerà ridurre ad una base comune h (N. 92). Supposto che siasi 
oUenulo a, . OA,=:A.a,, a^ . Oi^=A.aj,, «3.0^3^=^.03,..., si 
potranno fare i lati del primo circuito uguali alle lunghezze a, , 
a^, as, . . . e dèlta OR la retta di chiusa, sarà A.Ofi=(<z,-i-a^ 
-H «3 -+-... )06r. Ne segue che, anche senza costruire un secondo 
circuito, si trova G prendendo sulla retta di chiusa il segmento 



a,-4-a»-i-a3 



Se le a fossero aree, si comincerà dal ridurle ad una base co- 
mune A* : 

«. = /;«/, a,i=:fc«;, (x.^^hr4, ... ; 

indi si ridurranno i prodotti «/. Oi,, a^.OA^, a^ .OA^, ...alla 
base h : 

(xj .OA,=ha, , ccj .OA:,=ha^, aj ,OAs=hai , ... 
onde 

ot^, OA^=:hka,, a^. OA^=lika^ , a^ . OAi — hkai, ... 

e costruito il circuito coi lati a, , a^ , «3 , . . . , sarà 

hk,OR h.OR 



0G = 



«/-H^j'-f-as'- 



121. Se // è il baricentro dei punti a, .i, ,«».!,, ... 
e seAT è il baricentro dei punti |3, . 5, , /S^.S», . . . , il 
baricentro di lutti i punti dati a, i,, a^ A^, ..., |3,.5,, 
^^,B^, ..., coinciderà col baricentro G dei due punti 
m.U, n, K , dove mz=z7.,^t-(/.^-\- . . . , w=:|3,-i-|3^h- . . . 

Infatti, preso un polo arbitrario 0, sé si compone la m.OH, ri- 
sultante delle a, .0^1,, «^.Oi^, . . . colla n .OA^ risultante delle 
^,.0B,, ^^.OB^, ..., si ha che la {m~\-n) OG, risultante delle 
m . OH, n . OK è anche la risultante di tulli i segmenti «, . OA, , 
«,.0A,, ..., ^,,0B,, ^^.OB^; . . 

422. Se i punti A, , A^ , /I3 , . . . , sono in linea retta, 
nella mede^ma. reità giace anche il loro baricentro G. 
Ciò si rende manifesto, assumendo un polo nella retta A.A^A^ ... ; 
i segmenti «..OA,, a^.Oi,, «5 . OA3 . . . cadono tutti in questa 
retta, epperò ivi cadrà anche la loro risultante m,OG. 
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1 punii siano due soli .4,, A^ (fig. 104, dove i segmenti a,, a. 
sono indicati semplicemente coi numeri 1j 2) coi coefBcienti «,,«»; 
il loro baricentro G sarà un punto della retta A,A^. Siccome è nulla 
la risultante delle rette a, . ffi,, a^.GA^, cosi si, ha 

a. . GA,-h(x^,GA^=0 

ossia A,G:GA.^=a^:a^ , 

ed anche Afi:GA^:A,A^=(x^:a,:a^--^a^y 

vale a dire, il punto G divide il segmento A,A^ in parli inversa- 
mente proporzionali ai numeri a,, a^, ed è un punto interno o un 
punto esterno al detto segmento secondo che a, e u^ sono dello 
stesso segno o di segno contrario. 

Se a, = a^, si ha A^G=:GA^, cioè G sarà il ponto di mezzo 
di A, A;,. 

Se a, -t-a^=0, dalle A^G :A,A^=z(x^:cc,-h(x^ si ha A,Ér=oo^ 
cioè G è il punto alFinfinilo della retta A,A^. 

123 1 punti dati siano tre soli, i„ A^, A^, e non in linea retta 
(fig. 105) ; a,, a^, «3 i loro coelTicienti, la cui somma non sia zero. 
Il baricentro de' punti oc^.A^y «3.^3 è un punto B, della retta 
A^A^, e il baricentro deìre punti dati a, .^4,, a^.i», «3.^3 sarà il 
baricentro de' punti a, .^1,, («^-+-a3).B, , cioè quel punto G della 
A,B^ che è dato dalla relazione 

Ora i due triangoli A^A^A^, GAj\s ^<^>no proporzionali alle altezze, 
epperò anche alle distanze oblique A,B„ GB, de' vertici dalla base 
comune .4^A3; dunque 

Similmente si dimostra 

GAsA,:A^A^A^ = ot^:(x,-^(/.z-^oti , 

GA,A^:A^A,A^=(X3:(/,-^-a^-h^a3 , 

dunque GA^A3:GA^A,:GA,A^=(x,:(x^:ai , 

vale a dire: il baricentro G di tre punti a, .^,, «x-^z, «3.^3 divide 
l'area A.A^A^ in tré triangoli GA^A^, GA^A,, GA,A^ che sono pro- 
porzionali ai coefficienti a,, a^, «3. 
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424. Se G è il baricentro de' punii a, .i4,, <^x. ^4,, «s-^a» • • • 
« se è un punto qualunque, abbiamo veduto che la risultante OR 
de' segmenti a,,Oi,, a^OA^, a^.OA^,... è data dall'eguaglianza- 

donde si ha 0G= 

a, -4- «, -H «3 -f- . . . 

Se «,^-«^-+-«3-+-. . . = 0, senza che sia nullo OR, sarà OG=co. 

Se è OR=0, preso un altro punto 0\ la risultante delle a. .0'i4,, 
«, . O'^a, «3 . 0'^3, . . . sarebbe uguale ad («.-+- sit^-h «3 -+-... ) O'C, 
cioè nulla, perchè a.-t-^z^-f-aj-H. . . =0 . 

Dunque, se a, -+- ^^^h- «3 -+- . . .=:0, la risultante OR è nulla 
per tult'i punti 0, non è tale per alcuno. Nel secondo caso, si 
ha un baricentro G situalo a distanza infinita sulla retta . . . OR . . . 
In questo medesimo caso, sia Ao il baricentro de' punti a, .A., 
a^.i, , . . . , a„_, .i„_, ; qualunque sia il polo 0, sarà 

vale a dire — a„ . OA^ la risultante di «, . OA, , a^ . OA^ , • . . , 
«,.«. . Oi„_, (N. 1 1 9). Sia OH la risultante di -a„ . OA^ e a„ . 0/J„ ; 
questa risultante sarà equipollente ad c/.„.A^A„, cioè indipendente 
da 0. Per conseguenza: la risultante di a,,OA^, «».0i»,..., 
a„.OA„ , dove a,-+-a,-4- . . . -t-a^^O, ha non solo la direzione ma 
eziandio la grandezza costante ( qualunque sia il polo 0), ed è 
equipollente ad a^.A^A^, dove A^ è uno qualunque de' punti dati, 
ed X è il baricentro de' rimanenti (affetti dai rispettivi coefficienti). 

Nel primo caso, siccome riesce 0G=-7r , così il sistema de' punti 

dati non ha un baricentro determinato: allora, posto il polo in 
uno de' punti dati, p. e., in A,, siccome per un punto qualunque 
e nulla la risultante de' segmenti a,.OA,, a^,OA^, PC3.OA3, ..., 
così sarà nulla la risultante di cx^.A.A^, a^.A^A^, . . . , cioè, essendo 
a^-f-aj-H. . .=. — a, diverso da zero, sarà A, il baricentro dei 
punti i, , Ì3 , 

425. Pei punti i„ A^, Ì3, . . . , e pel loro baricentro G si con- 
ducano segmenti A, È,, AJt^, A^B^, . . . , GH paralleli fra loro (in 
una direzione arbitraria) e proporzionali ai coefficienti oc, , a^, u^, 
. . . , m=:a, -f-or^H-a3-+-. . . , con riguardo ai segni: cioè, fissalo 
il senso de' segmenti positivi, da quella parte si tirino i segmenti 
proporzionali ai coefficienti positivi, e dalla parte opposta i segmenti 

5 Gremonì, Elem, di calcolo grafico. 
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proporzionali ai coefficienti negativi. Sia un punto arbitrario, pel 
quale si conduca una retta parallela ai segmenti AB, e su di questa 
si projetlino con raggi paralleli ì punti A,, i^,, A3, . . . , G in A/, 
A/, A,',. • . , ff. Pel teorema del N. 116 sarà 

a^.A,A/-4-a^.A^A/-4-a3.A3.4/H-. . .=m.GG'. 

Ma i numeri a,, a^, a^, . . . m sono proporzionali alle basi dei 
triangoli OAfi,, OA,B^, OA^B^, . . . , OGHy ed i segmenti AX\ 
A^A^, A^A^^ . . . , GG sono proporzionali alle altezze dei triangoli 
medesimi; dunque la somma dei triangoli che da pro- 
iettano i segmenti A, 5,, A^fi^, A3JB3,..., è ugua/e al 
triangolo che dallo stesso polo projella GII, Donde 
segue (N. 44) che GII è la risultante delle A,5, , AJS^ 
A,B,,... 

126. Di qui si conclude un'altra costruzione del baricentro G. 
Condotti por A„ A^, A3, . ... (fig. 106) i segmenti a,, a,, «3, . . . , 
in una direzione fìssala ad arbitrio, si faccia la composizione nel 
modo che si è detto al N. 50. Si otterrà così una retta r, alla 
quale deve appartenere il segmento risultante, retta che perciò deve 
passare per G, Ora si ripeta la composizione, mutando soltanto la 
direzione comune de' segmenti a, , a^, «3 , ... ; si avrà un'altra 
retta r , ed il punto comune alle r , / sarà il domandato bari- 
centro (*). 

427. Per baricentro di una linea di un'area s'intende 
il baricentro di tutti i punti della linea dell'area, ai quali siano 
applicati coefficienti tutti uguali. 

428. Il baricentro di un segmento rettilineo A5 (fig. 107) è il 
suo punto di mezzo G. Infatti, se X è un punto qualunque del 
segmento, in questo vi è un altro punto X' tale che G sia il punto 
di mezzo del segmento XT'; onde il baricentro dei punti X, X^ 
è G. Siccome ogoi coppia analoga ad X, X^ ha il suo baricentro 
in 6r, così il baricentro di tutti i punti di AB coinciderà col bari- 
centro di tanti punti tutti riuniti in G, Vale a dire, G è il bari- 
centro del segmento AB. 

429. Il baricentro di un parallelogrammo è il punto d'interse- 
zione delle sue diagonali (fìg. 108). 11 baricentro di un cerchio 
di una circonferenza di un poligono regolare è il centro della 
figura. La dimostrazione non differisce affatto da quella che precede. 

430. Se una figura ha un asse di simmetria, in quest'asse si 
troverà il baricentro della figura. Infatti. , se X è un punto della 



(') CULMANN, 1, C, p. 144. 
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figura, questa avrà un altro punto X' tale che il segmento XT' sìa 
diviso per metà e ad angolo retto dall'asse. Perciò il baricentro 
de' due punti X, X' è nell'asse; e siccome ciò vale per tutte le 
coppie analoghe, così ne segue che a lutti i punti della figura si 
possono sostituire punti situati tutti nell'asse. Il baricentro di questi 
è nella retta che li contiene, dunque ecc. 

Lo stesso ragionamento prova che, se una figura ha un diametro, 
cioè una retta che divida per metà (anche §otlo angolo non ret(o) 
tutte le corde parallele ad una certa direzione, il baricentro della 
figura è situalo nel diametro. 

Se una figura ha due diametri , il punto ad essi comune è il 
baricentro. 

434. La figura sia un triangolo ABC (fig. 109). Se Z> è il punto 
di mezzo di BC , la retta AD h un diametro, giacche divide pel 
mezzo tulle le corde parallele a BC. Dunque il baricentro G del 
triangolo è- il punto di concorso de' tre diametri AD, BE, CF. Esso 
divide ciascuno de' tre diametri in due segmenti , il cui rapporto 
è 2:1. Infatti , siccome il triangolo ABD è segato dalia trasver- 
sale FGC, cos\ si ha 

^ BC^ DG _ 

fb'cd'ga" 

Ma AF=FB, BC—%DC, dunque 

DG_\^ 
GA~%' 

ossia GD=rAJ^^ ^^ analogamente GE=^BE, GF=^CF. 

Il punto G è anche il baricentro de' punti A, B, C. 

132. Se una figura (lineare o superficiale) è un sistema di 
segmenti rettilinei o di aree triangolari, il baricentro di quella è il 
baritfenlro de' punti oc,. A,, a^.A^, «3.^43, ... , dove .4,, A^y A^ . . . ^ 
siano i baricentri de' segmenti de' triangoli, de' quali la figura è 
composta, ed i coefficienti (numeri segmenti) a,, a^, «3, . . . , 
siano proporzionali ai segmenti ai triangoli medesimi. 

133. La figura sia un circuito a lati rettifinei. Siano ^,, 1^, A3. . . 
i punii di mezzo de' lati, ed a,, a», «3 segmenti proporzionali ai 
lati medesimi. Si trovi con uno dei processi già esposti (N' 120, 
126) il baricentro G de' punti 4,, A^, Ì3 . . . cui siano applicati i 
segmenti a, , a, , «3 .... ; sarà G il baricentro del circuito dato. 
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134. Se il circuilo è una porzione del perimetro di un poligona 
regolare (fig. 1 1 0), se ne può assegnare il baricentro in modo più 
semplice. Condotto un djametro del circolo inscritto, su di esso si 
projeltino ortogonalmente i lati del circuito. Sia a un lato, X la sua 
projezione, *r il raggio del circolo, condotto al puoto di mezzo di cr, 
e /> la perpendicolare abbassata da questo punto sul diametro. Il 
triangolo rettangolo che ha a [)er ipotenusa e X per cateto è simile 
a quello pel quale r è l'ipotenusa e /> un cateto; perciò 

- =1 , ossia Ir =z p7. 

p r ^ 

Scrivansi le analoghe uguaglianze relative a tutf i lati del circuito, 
e somminsi i membri corrispondenti, avremo 

dove / sia la projezione delFinlero circuito. 

Sia G il baricentro , y la perpendicolare abbassata da G sul dia- 
metro; essendo G il baricentro dei punti medi dei lati, ai quali 
siano rispettivamente applicati i coelTicenti e, , a» .... , sarh 

indicando con s la lunghezza del circuito. Dunque 

rl=zys, ossia y = — • 
s 

Quest uguaglianza fa conoscere a qual distanza dal diametro sia 
il punto G\ il quale poi dovrà anche trovarsi su quel raggio OC 
del cerchio che divide por meta il circuito, giacche questo raggia 
è un asse di simmetria pel circuito medesimo. Conducasi una retta 
EF=zs, che abbia un estremo E nel diametro, e l'altro estremo F 
nella tangente BF del circolo che è parallela al diametro medesimo; 
indi su EF prendasi il segmento EH=l e per H tirisi la parallela 
a DF sino a segare in G Tasse di simmetria CO, La retla EF se- 
gata dalle parallele EO, BG, DF dà 

EF distanza delle EO, DF , s r r 

— ossia -7= ^ 



EH disianza delle EO, BG' ' / distanza di G da EO y' 

dunque G è il baricentro cercato. Nella formola sopra ottenuta, 
notisi bepe che./ è la projezione della spezzala sopra* un dia- 
metro arbitrariamente scelto, ed y è la distanza normale di G da 
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questo diamelro. Ovvero: sulla laugeiite CM, che è perpendicolare 
aliasse disimraelria OC, prendasi un segmento CM='^s, congiungansi 
0,M\ e da queirestremo A del circuito dato che con M è situalo 
dalla slessa parte dell'asse di simmetria, tirisi la parallela ad OC 
sino ad incontrare Oilf in N\ e da N si guidi la parallela a CM, 
la quale segherà OC in G, Infatti ne' triangoli simili OCM, OGN, 
le basi CM, G N 9>owo {s, \l, intendendo con /^la projezione della 
spezzala sul diametro perpendicolare ad OC; l'altezza del primo è r, 
dunque l'altezza del secondo sarà là distanza di G dal centro (*). 
13d. Questa costruzione è pralicabile anche quando il poligono 
regolare, al cui perimetro appartiene il circuito dato, abbia un in- 
finito numero di lati, ossia non ditferisca dal cerchio. La linea dala 
sia dunque un arco AB d'un cerchio di centro (fig. 111); s sia 
la lunghezza dell'arco, la meth del quale sia sviluppata in CM sulla 
tangente media; projettando l'eslremo A \w N sulla OM mediante 
una parallela all'asse di simmetria OC, ^ conducendo per iV la 
parallela ad MC sino a segare OC in G, sarà G il baricentro del- 
l'arco AB, Infatti 

CM:CO=GN:GO , 

CM=\s, GN^ìl CO = r , 
dunque 

GO = y r). 

i36. Se il circuito dato è il perimetro di un triangolo ABC 
(fig. 112), il baricentro G è il centro del cerchio inscritto nel 
triangolo DEF, i cui vertici sono i punti di mezzo dei lati del 
triangolo dato. Infatti, D, E, F sono i baricentri de' segmenti ret- 
tilinei BC, CA, AB; dunque G sarà il baricentro de' punti a' Z), 
p .E, 7 .a; dove a:p:y = BCiCA: AB, W baricentro A' de' punti 
p.E, 7. f dividerà il segmento EF in due segmenti EA\ A! F 
in modo che E A' :A' F^r^ = AB:CA = \AB,\CA = ED:DF, 
Dunque DA' è la bissettrice dell'angolo E DF; epperò C, che de- 
v'essere il baricentro de' punti «.2>, (^-^y)A\ giace nella bisset- 
trice (interna) dell'angolo D del triangolo DEF. Analogamente G, 
dovrà essere situato nelle bissettrici EB\ FC^ degli altri due angoli; 
dunque G e il centro del cerchio inscritto nel triangolo DE F\ e. d. d. 

137. La figura data sia il quadrilatero A if CD (fig. 1 1 3, 1 U, 1 1^), 
che si può considerare come somma (algebrica) de' due triangoli 



(♦) CULMANN, /. C, p. 147. 

(♦♦) rbid,, p. 148. 



Digitized by VjOOQIC 



70 

ABD, CDB, ne' quali è diviso dalla diagonale BD, Sia E il punto 
medio di BD\ ì baricentri G^, G^ de' due triangoli sono situati 
rispettivamente nelle rette AE, CE , in modo che G^E = \AE^ 
G^E = \CE, Il baricentro G del quadrilatero sarà dunque il baricentro 
de' due punti oc,.G,, a^.G^, dove a,'&.^ = ABD\CDB = ÀF\FC, 
indicala con F Tintersezione delle due diagonali BD, AC. Siccome 
la Ér, G» divide in parli proporzionali due lati del triangolo AEC^ 
cosi sarà parallela al terzo lato AC\ donde segue che la retta -E (r 
dividerà nello stesso rapporto G,G:GG^ = a:,:a^ = FC:AFÌ^.G^G:^ 
e la AC Per dividere AC nel rapporto FCiAF, basta scambiare 
fra loro di posto i segmenti AF, FC, cioè fare AH=FC, onde 
sarà HC=AF. La congiungente EH incontrerà adunque G,G^ nel 
punto cercato G. 

Le parallele G,G^, AC dividono in parti proporzionali le EA^ 
£'(7, JF^T; dunque, come G,E = lAE e G^E = \CE, cosi GE = \BE. 

Se si adopera ora invece di BD, la diagonale AC, il cui punto 
medio sia K, fatto in, BD lo scambio de' segmenti BF, FD (cioè 
preso BL=zFD, onde LD = BF), il punto G sarà anche situafo- 
nella LK, in modo che GK^^\LK. 

Ma E punto di mezzo di BD è anche il punto di mezzo di FZ, 
e cosi A^ è il punto di mezzo di FH\ dunque G h \\ baricentro 
del triangolo FLH^ ossia: 

Il baricentro di un quadrilatero coincide col bari- 
centro del triangolo i cui vertici sono il punto comune 
alle diagonali e i punti che nascono dallo scambio 
de'segmenti in ciascuna diagonale. 

Da ciò segue che la retta FG passerà pel punto / di mezzo 
di HL (*). 

438. Se AD, ^C' sono parallele (fig. 116, 117), e se pei ba- 
ricentri dei triangoli BCD, ABD si conducono le parallele ad A/>, 
queste divideranno in tre uguali segmenti la MN che unisce i punti 
di mezzo delle AD, BC Siccome la retta MN contiene i punti dt 
mezzo di tutte le corde parallele ad AD, onde è un diametro della 
figura, cosi il baricentro G giacerà in essa e ne dividerà il seg- 
mento medio in due parli reciprocamente proporzionali alle aree 
dei detti triangoli, cioè alle basi BC, AD. Le parli del segmento 
me^io, avendo la somma \MN ed il rapporto ADiBC, saranno 
rispettivamente uguali ad 



i*) CuLMANN, /. c. , p. 15?.— Cfr. Qaarlerlìj Journal of Malhemalics , voi. 6 
(London, 1864), p. 127. 
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3tN.AD MN.BC 

3{AD-^BC) ' 3{AD-^BC} ' 

quindi sarà J/(;=.^^fiV-^^^^.^_^ = --^^^^^ 

donde 3IG:GN = BC-^'ìAD:AD-h^BC. Ogni retla passante per 
6r e compresa fra le parallele AD, BC sarà perciò divisa in G in 
due parli proporzionali a BC-h%AD, AD-^2BC. Da ciò segue 
che se nella BC si fa CP = AD e se nella AD si fa AQ = CB, la 
retta PQ sarà divisa da MN in due segmenti proporzionali ad MP, 
QN\ ma J//>=llf(7-HA Z>, QN=BC-\-\AD, onde 

perciò PO passa per G. Siccome le BP, QD sono uguali e pa- 
rallele, così le PQ, B D si tagliano fra loro per mela; dunque PQ 
passa per E punto di mezzo di BD^ vale a dire PQ coincide con HE. 
Inoltre, se in A Z> si fa DS=CB, /1A' = *Ì5, e se in BC si fa 
CC=AA\ siccome 

A'N=AN-AA! = \AD-\{AD-BC) = l{AD^%Bq, 

e MC'=MC-hCC'=lBC-^l{AD^BC) = i(BC-h^AD), 

onde A'N:3fC' = AD-f-^BC:BC-^2AD , 

cosi A' C^ passerà per G, 

Di qui si cavano due semplici costruzioni del baricentro di un 
quadrilatero con due lati paralleli (trapezio): o come intersezione 
della MN colla PQ\ o come intersezione della J/iV colla A'C" (*). 

439. La costruzione suesposta pel baricentro di un quadrilatero 
è in difelto nel caso in cui le diagonali AC, BD siano parallele 
(fig. 118). Ma in tal caso i triangoli ABD, BCD sono equiva- 
lenti e di segno opposto, perciò a. -+- a» = 0. Ne segue che l'area 



(') CuLMANN, /. c, p. i50. — Walker, Ofi an easy conslruction of the centre 
of graviti/ of the iropeziam (Qnarterlv Journal of Maiematics, voi. 9, London^ 
1868), p. 339. 
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della figura è zero (N. 95) e il baricentro cade airinfinito, nella 

direzione comune alle AC, BD. 

140. Ora si domandi il baricenlro di una figura rettilinea qual- 
sivoglia. L'area di questa figura si potrà considerare come somma 
(algebrica) de' triangoli che da un punto arbitrario projeltano i 
lati del circuito. Trovali i baricentri i,, A^, ^3, ... di questi trian- 
goli, e ridotte le aree de' medesimi ad una base costante, sicché 
risultino proporzionali ai segmenti a,, a^, «3 . . . , il punto cercato sarà 
il baricentro de' punti (»:, .A,, «j-^i? «3.43..., baricenlro che si 
sa costruire coll'uno colfallro de' due metodi già esposti. 

Se il polo è affatto arbitrario, il numero de' triangoli sarà 
uguale a quello de' lati del circuito; ma se si prende sopra un 
lato nel punto comune a due lati, il numero de' triangoli diminuirà 
di una, due unità rispettivamente. 

Invece di considerare la figura proposta come somma di triangoli, 
si potrà anche riguardarla come aggregato di quadrilateri e di trian- 
goli, ne' quali si possa decoraporla per mezzo di rette opportuna- 
mente tracciate. 

\k\. Esempi. La figura data sia l'esagono intrecciato A 5 Ci) J?F 
(fig. H9), che è la somma de' triangoli OBC, OCD, ODE, OFA, 
essendo il punto comune ai lati AB ^ E F, Di quei quattro triangoli , 
il primo e l'ultimo sono positivi, gli altri due negativi. Trovinsi i loro 
baricentri G^, G^, G3, G^, e, ridotte le aree de' triangoli medesimi 
ad una base comune, riescano esse proporzionali ai segmenti a,, a^, 
«3, a^. Come i triangoli, cosi i segmenti a sono, positivi il primo 
e l'ultimo, negativi il secondo e il terzo. Se ora vogliamo applicare 
il metodo del N. ^20, dovremo ancora ridurre ad una base comune 
h i quattro prodotti a^.OG^, Nella figura si è condotto per una 
retta arbitraria x\ fissalo in essa il senso positivo, si sono portati 
nella medesima i segmenti A, a,, a^, «3, a^ (*) coli' orìgine co- 
mune (A, Gc,y ce. in un senso; a^, «3 nel senso contrario); e, 
congiunto l'estremo di h con Gr , si è tirata dal termine di oc^ la 
parallela alla conginngente, sino ad incontrare OGr in Hr, Cosi si è 
Ottenuto OGr:h = OIIr:(Xr, epperò u^,OGr=h.OH,,, Indi, a partire 
d^ Ò, s'è costruito un circuito coi lati equipollenti ad O/T, , OZT, 



(*) Nella fig. 119, i termini dei segmenti h, a sono appunto indicati con 
queste lettere h, ol. Alcune delle rette nominate nel testo non sono tracciute 
nella figura. 
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OH^, OH^; la reità di chiosa h OR. Finalmente, per costruire il 
punto 6r, che è dato dalla relazione 

o«= *■"" 



- a, -f- «3 -+- «^ 

si è preso in Ox, coll'origine 0, il segmento OiS^a.-t-aa^-f-as-j-a^, 
congiuntone Teslremo con R, si è tirata dal termine di h la paral- 
lela alla congiungente, sino a intersecare OR in G, 

i42. La figura sia la sezione di un così detto ferro ad angolo 
(fìg. 120); essa è stata divisa in sei parli, quattro trapezi, un 
triangolo ed un rettangolo, indicate coi numeri 1,2, 3, 4, 5, 6. 
Di queste sei parli si sono costruiti i baricentri, e ridotte le aree 
ad una base comune, determinando i segmenti proporzionali 1,2, 
... 6, che sono poi stali riportati successivamente sopra una retta 
52. Da un punto U, scelto ad arbitrio, si sono condotti i raggi ai 
punti della zz^ che sono origini e termini de' segmenti; pei bari- 
centri delle sei figure componenti si sono condotte le parallele alla zz, 
e poi si è costruito un poligono coi vertici situati in queste parallele, 
e coi lati ordinatamente paralleli ai raggi che escono da U, I lati 
estremi di questo poligono si segano in un punto , pel quale s è 
condotta la parallela a zz; e questa retta dee contenere il baricentro 
domandalo. Per ottenere una seconda retta che possieda la stessa 
proprietà, si ripeteranno le operazioni anzidette rispetto ad un'altra 
direzione della zz; ovvero, come s' è fallo nella nostra figura, man- 
tenuta la zz e il punto (7, si costruirà un nuovo poligono i cui 
Tertici cadano sulle rette menate pel baricentri 1, 2,.... 6 per- 
pendicolarmente a zs, ed i cui lati siano perpendicolari ai corri- 
spondenti raggi per £/. È chiaro che ciò equivale a condurre una 
nuova zz perpendicolare alla prima, e quindi a procedere rispetto 
ad essa, come dianzi s'era fatto per la medesima prima zz. S'in- 
tende da se che nella zz i segmenti 1, 2, . . . devono essere portati 
con riguardo al senso , nel caso che le aree in cui è slata divisa 
la figura data non siano tutte dello stesso segno (*). 

143. Nella costruzione che precede, s'è fallo uso di due poligoni, 
a fine di ottenere due rette passanti pel baricentro che si cerca. 
Ma basterà un solo poligono , ogniqualvolta sia già conosciuta a 
priori una retta nella quale debba trovarsi il baricenlro, p. e. quando 



(♦) C4ULMANN,-/. e, p. 193. 
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la figura abbia un diametro. Questo caso sì veriGca nellesempio che 
segue, dove la figura proposta è dotata di un asse di simmetria (fig. 121). 
Questa figura rappresenta la sezione di un cosi detto ferro a 
doppio T. 

444. Passiamo ora ai baricentri delle figure curvilinee, e dap- 
prima consideriamo un settore circolare A iff (fig. 122). Imagi- 
niamolo diviso in un grandissimo numero di settori elementari con- 
centrici, i quali, riguardati come triangoli, avranno i loro baricentri 
nell'arco descritto con raggio OA^ = lOA\ perciò il baricentro cercato 
sarà il baricentro G dell'arco A'B\ Per trovare questo punto (N. 1 35), si 
sviluppi il semiarco CA sulla tangente CM, congìungansi 0,3f e tirisi 
A'.V parallela ad OC, sino ad incontrare OM in N. Allora il punto 
G sarà il piede della perpendicolare abbassala da N sul raggio 
medio OC f). 

445. Abbiasi ora il segmento circolare ACB (fig. 123); esso è 
la difl'erenza fra il settore OAB e il triangolo OAB, ossia la somma 
del settore OAB e del triangolo OBA; epperò il baricentro 6? del 
segmento sarà nella retta (nel raggio medio OC) che congiunge i 
baricentri G\ , G\ del settore e del triangolo, e dividerà il segmento 
G,G^ in due parti inversamente proporzionali alle aree di queste 
figure. Preso OA' = *OA, ed ottennio il punto N come dianzi si 
è detto, i punti 6?,, G^ saranno i piedi delle perpendicolari abbassale 
da A\ N sul raggio medio OC Sia F il punto comune alle Aff, 
OC, ed H il piede della perpendicolare abbassata da F su OA. 
Le aree del settore e del triangolo sono uguali rispettivamente a 
CM,OA, FH,OA, vàie a dire, sono proporzionali alle lunghezze 
CM, FH; perciò se da G,, G^ si conducono due segmenti G.I^ 
G^K, paralleli e nello stesso senso, uguali o proporzionali ad FH, CM, 
il punto G comune alle Kl, OC sark il baricentro domandato. 
Infatti, dai triangoli simili GG,I, GG^K sì ha 

G,G:G,G=GJ:G,K=FH:CM (**). 

146. Se il circuito di una figura, della quale si cerchi il bari- 
centro, è composto di segmenti rettilinei e di archi circolari, trac- 
ciando le corde di questi archi o i loro raggi estremi, si decomporrà 
la figura in parti, per ciascuna delle quali si sanno determinare il 
baricentro e l'area; quindi si potrà applicare il processo del N. 1 i2» 



(♦) CULMANN, /. C, p. 153. 
(♦*) CULMANN, /. C, p. 154. 
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Esempio. Si domanda il baricentro della figura già trattata al 
N. 103 (fig. 124). A tale uopo consideriamola dapprima decomposta 
in tre parti, la lunula, la corona e la somma delle parti rettilinee; 
poi riguardando la lunula come somma (algebrica) di due settori e di 
un quadrilatero, la corona come somma (algebrica) di due settori, e^ 
dividendo la parte rettilinea per mezzo della retta KCCK\ verremo 
ad ottenere la figura proposta uguale alla somma delle figure parziali: 

1.. .Settore UÀ E A' 

2. .. Quadrilatero OAVA' 

3. ..Settore AOA^ F 

4. ..Settore OBB' 
5 . . Settore OC'C 

6. . . Trapezi B CKB-^ WK'C^B' 
7. ..Trapezi CJIK-^K'Vrc^ - 

delle quali tutte si sanno determinare le aree, riducendole ad una 
base comune, e costruire i baricentri. Per trovare il baricentro della 
somma BCKH-^U'K^C^B\ basterà cercare (N. 138) il baricentro 
del trapezio BCKH e per esso condurre la parallela a KC sino 
ad incontrare Tasse di simmetria ^0: il punto d'incontro sarà il 
baricentro desiderato. Allora, per applicare il processo del N. 142, 
si condurrà, in una direzione diversa da quella di EO, per es. 
nella direzione di KCC^K\ una retta zz, sulla quale si porteranno 
consecutivamente i segmenti 1,2,3,...? proporzionali alle aree 
delle sette figure parziali, badando cbe i segmenti 3 e 5 devono 
essere diretti in senso opposto agli altri, perchè rappresentano aree 
iiegative. Da un punto 7, scelto ad arbitrio fuori della zz, si con- 
dorranno i raggi ai punti che sono origini ed estremi de' predelti 
segmenti. Poi, tirale pei baricentri delle figure parziali le parallele 
alla zs, si costruirà un poligono i cui vertici cadano in coleste 
parallele ed i cui lati siano ordinatamente paralleli ai raggi uscenti 
dal polo V. Pel punto in cui si segano il primo e l'ultimo lato si tiri 
la parallela alla zz\ essa segherà l'asse V nel baricentro cercato G 
della figura data. Questo punto G, nel nostro disegno, viene a coin- 
cidere assai prossimamente col punto 2, baricentro del quadrilatero 
OAUA\ Se si prolungassero opportunamente i lati del poligono 
sino a trovare il punto in cui il primo lato incontra il quarto, e 
quello in cui il quarto lato incontra il sesto, e se per questi punti 
si tracciassero le parallele a «2 sino ad incontrare l'asse di sim- 
metria: nelle intersezioni avremmo i baricentri della lunula e delia- 
corona. 
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IX. 
Rettificazione di un arco circolare. 

147. Per sviluppare un arco circolare AB sulla tangente in A (Bg, i25), si può 

procedere così. Si prolunghi BA di una parte AC^= ^ BA, e dal centro C col 

raggio C3 rì descriva un arco che tagli la tangente in D. Allora sarà AD la 
lunghezza dell'arco dato, con un errore in meno, il cui rapporto all'arco è 

"1080 ""54432 •'" ' 

essendo O il rapporto dell'arco al raggio (*). 

Ovvero (fig; 126): Sia D il punto di mezzo dell'arco AB, ed E il punto di 
mezzo dell'arco AD\ il ra^io OE incontri in C la tangente in A^ e si tiri la 
CB'^ sarà AC-^CB la lunghezza deirarco dato, con un errore in più, il cui 
rapporto all'arco è 

0* fOl 08 



43-?0 3483648 

4 
5 



4 ' 
Siccome 4320 = 4 x 1080, così se ai r della lunghezza trovata colla seconda 



costruzione si aggiunge ^ della lunghezza trovata colla prima, si avrà nella 



somma risultante una lunghezza approssimata dell'arco, con un errore in 
più, il cui rapparto all'arco sarà 

1708 



870912 



ri 



Per la dimostrazione di queste regole rimandiamo lo studioso alle note ori- 
ginali del prof. Rankine, citate a pie di pagina. 

148. Intorno a questo soggetto credo conveniente di riprodurre quL una 
lettera che mi fu diretta dall'egregio mio amico, prof. A. Sayno. 

« Il metodo dato da Culmann ('**) per sviluppare un arco di cerchio AB sulla 
tangente in un suo punto è troppo lungo, lo credo di poter ottenere grafi- 
camente la lunghezza di un arco di cerchio in un modo più semplice, ricorrendo 
a curve ausiliarie, le quali, una volta costruite, possono servire in ogni caso. 

» Si immagini (fig. 127) un giro OMRS di spirale d'Archimede rUerìiB. aìVdiSse 
polare OX col polo in 0, che ha per equazione /s = a &> (***•); e il circolo di centro 
e di raggio OA^ = (t. Sia OM un raggio vettore qualunque della spirale, che 
intersechi il circolo in .V^; sarà arco A' M^ = OM. Se ora si vuole avere la lun- 
ghezza di un arco di cìrcolo A^Wl^^ di raggio Oi^^ qualunque, basterà appli- 



(*) Raniinb, On the approximate drawing of circular arcs of given lenglhs (Pbilosopliical 
Magazine, ottobre 4867, p. 28C). 

(*•) Rankinb, On the approrimaU reclificalion of circular arcs (Philosophical Magazine, no- 
vembre 18G7, p. 381). 

("•) L, e, p. 37. 

'(••••) p è 11 raggio vellore 0}f, ed w la corrispondente anomalia A'OM. 
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carvi la spirale (supposta già levata dalla posizione precedente) in modo che- 
li suo asse polare coincida col raggio OA** dell'arco dato, e segnare sulla OA*^ 
il punto A* e sull'altro raggio OW* il punto M in cui quel raggio incontra 
la curva. Levata via la spirale, se si tira da A^* la parallela alla A^M^ essa 
interseca OW in W^\ ed OW^^ è la lunghezza dell'arco cercata. Questa spi- 
rale si può costruire con una lastrina di ottone, di talco o di avorio, ed in 
essa basterà segnare il polo ed il punto A\ Sarebbe un nuovo istrumento da 
aggiungere al grafometro nella busta dei compassi dell'ingegnere. 

La spirale d'Archimede p = ao» (6g. i30) dà anche lo sviluppo di un arco 
sulla tangente. Descritto il cerchio di raggio 0^4 == a ed il cerchio di diametro 
0C= OAy se Bf H sono i punti in cui questi cerchi sono incontrati dal raggio 
vettore qualsivoglia OM, sarà Oitf= arco i4Z? = arco OH. Perciò, se si vuole 
sviluppare l'arco OV sulla tangente OJ, basta disporre la spirale in modo che 
il polo e l'asse polare coincidano rispettivamente col punto di contatto e 
colla tangente OK dell'arco dato, e quindi segnare i punti H^ M'iw cui la corda 
OV incontra il cerchio di diametro OC e la spirale. Tolta via la spirale, se in 
DI si fa O^r = DM, e se da F si tira la VV parallela ad HM\ sarà OV lo svi- 
luppo cercato. 

Per maggiore solidità della lastrina che costituisce l' istrumento, conviene 
che si adoperi il cerchio di diametro 0(y = CO^ ed allora, supposta prolungata 
la corda FO, si otterrà OW = HO, 

» Un' altra curva che può servire al medesimo scopo è la spirale iperbolica^ la 
cui equazione in coordinate polari è a = /5w. Si disegni (fig. i28) un giro di 
questa curva . . NMDCBAy e si segni sull'asse polare il punto A^ in modo che 
OA^=a] allora l'arco di circolo MiV' di raggio OMha per lunghezza OA^-^ quindi 
un arco qualunque M^^ M^^^ col centro in avrà per misura il''', dove A^^ sì 
ottiene tirando M^^^ A^^ parallela ad MA\ Questa curva non serve per avere^ 
la lunghezza di archi di piccola ampiezza , cosi che praticamente torna più 
utile la prima. 

La spirale iperbolica dà in un modo assai elegante la divisione degli angoli. 

Infatti, per ottenere Va.TCoM'Nf--M^M (fig. 128), basta prolungare il raggio vet- 
tore OM e prendere O.W^ = n.OM , e col raggio OM^^ intersecare la spirale in 
iV; il raggio ON incontra l'arco M^M nel punto cercato ^'^ 

» Per ottenere l'arco sviluppato sulla tangente, si può ricorrere ad un'altra 
curva ausiliaria, cioè alla sviluppante di circolo. Si abbia (fig. 129) il cerchio 
di raggio OA^ e sia A^M^B^ C^ D^ la sviluppante del medesimo. Dalla figura 
si ha: arco MA^=MM\ essendo MM^ la tangente al cerchio in M. Se allora 
si domanda l'arco M^^ M^'^ (di (tentro 0) sviluppato sulla tangente al mede- 
simo in M^\ basterà tirare 0M\ la quale retta prolungata incontra in M^f 
quella tangente, e M^^ M^^ è lo sviluppo cercato ». 
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CORREZIONI 

AGLI 

ELEMENTI DI GEOMETRIA PROIETTIVA 

(Primo Volume) 

del Pixf. « 

LUIGI CREMONA. 

Il teorema del N, 17 {pag. 8) deve essere enuncialo così: 
t Se alle rette o^ 6, e,. . . ed ai punti ab^ ac, ... ftr , . . . di una Ogura corri- 

• spendono ordinatamente le rette a^, ^, e',. . . ed i punti afb\ a* c\. . . ì/cfy . . 
u dr un' altra figura situata colla prima nello stesso piano, e se le coppie di 

* punti corrispondenti «6 ed a'b^, ac ed a^c\.. bc e b'c\,.. sono allineati 
» con un punto fisso 0, dico che le rette corrispondenti a ed a\ be b^, ce cfy . . 
» si segano in punti di una retta fìssa ». 

A pag, 4, linea 10', in luogo di n bisogna leggere ^^ 

A paq. 47, N. 70, alla 3* linea della colonna di destra bisogna leggere ce' in- 
vece di 6//, alla 5* bb' in luogo di cc\ alla 6* bcf in luogo di 6^ e, e poi b in 
luogo di b', e alla T e' in luogo di e. 

^ pa^, 68, /en.a 7*, invece di - ^,^.^^. g^. %(/«^» - ' ba\CB\AC' ' 

A pag, 74, linea 23, Ji /egf/^a .• 

« in A\ B\ , P'. I fasci Q {A'. B\ C, ), P" {A\ B\ (T, ) 

» sono projettivi (N. 108), opperò sono projettivi anche i fasci P {A.B.C, .. .), 
»» P' {A'.B'.C^,.); anzi questi sono prospettivi, perchè il raggio PP^Q corri- 
» sponde a sé medesimo. Dunque le rette PA e P'A\ PB e P'B', PC e FC\,.. 

• si segano in punti di una retta fissa s, I triangoli PAD e » 

Ed alla linea 27 si legga: 
« si segheranno nei punti della retta' fissa s. » 

Analogamente a pag, 75, linea 12, si legga: 

« in iy^'', K'',.., Le punteggiate ABC.,.. A'' B'' C/' . . , , sqno projettive 

» (N. HO), dunque sono proiettive anche A'B'C, . . , A''B''C'\ . , ; anzi queste 
» sono prospettive, perchè Q corrisponde a se medesimo. Dunque le congiun- 

• genti A'A''y B'B'^j C'C'%.,. concorreranno in un punto fisso 0. I triangoli... 

Ed alla linea 18 si legga: 

• — concorreranno nel punto fisso 0. » 

Pag. 95, linea 7, invece di ce' leggasi pp' 

» 114 . 29 » S » s 

» 116 » 17 » f il quarto è prospettivo » « il primo è prospet- 

al primo (sezione co- tivo. »» 

mune s) il primo » 

. 126 • 10 . BA.QA'^RB,QB' » QA,BA' =^ QB .BB' 

» id. » 12 . RM.QM^RB.QB' r» . QM.BH=QB.BB' 

» id. » 24 . « per 0, [/, F » » t per 0, F, ff • 

• 154 • 5 (saleado) P (/ R « (/ W 

» 155 » 29 > incontri » incontrino 

» 163 . 11 » {k) « [d] 

» id. » 14 » ±0B« . =fOB* 

» 164 dalla linea 22 sino al fondo si scambino fra loro le lettere //, K, 

La figura 149 (tav. XXXVIP dev' essere modificata in guisa che LM passi per 
U ed LN passi per' V. 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by V:iOOQIC 



Digitized by VjOOQIC 



i^Vl M-<*.'^'yUui^ 




ELEMENTI 



DI 



CALCOLO GRAFICO, 



DEL PROF. 

LUIOi CREMONA 

DlNttore Mlt R. Scuit i*Appliciii«M yst friif«|Mri ìi R«m, 



AD USO 

DEOLI ISTITUTI TBCNICI 

del liesno d* Italia. 



Fia-URE 



tobuto 

STAMPKMA RKAUe DI 6. B PARAVIA F C. 



Digitized by VjOOQIC 



.C9lS 



Digitized by 



Google 



Gkuona, Ccikdo grafico. 



TaT. 1. 



A^r 



fiffì 



I 



• ♦ 




Digitized by VjOOQIC 



CsuoNi, (Mcolo grafico. 



Tav. n. 



/lyJi 




f 1^.19- 




Digitized by VjOOQIC 



Cbiiohì, Calcolo grafioo. 



Tav.IlI. 



'¥^ 



Ficf. 21 




Digitized by VjOOQIC 



Cbihona, Càlcolo grafico. 



Tav. IV. 



Ay 3€ 




M g 



Digitized by VjOOQIC 



Cbbmona, CaiccJo grafico. 



Tav. V. 




t$A 



Digitized by VjOOQIC 



CsmoNi, Càkdb ^afico. 



Tav. VI 




Digitized by VjOOQIC 



Gbixohì., Càlcolo grafica. 



TaT. VII. 





Digitized by VjOOQIC 



C^moNA, Gaicolo grafico. 



Tay. Vin. 




Iiff.72 



n'^-7^ 




/ly.7J 



Digitized by VnOOQlC 



Ckihonì, Calcolo grafico 



Tav- ISL 




^cy. / 



Digitized by VjOOQIC 



Gruioni^ Calcolo grafico. 



Tar.X. 



I^.àS J' 




Fv^M 



Fi^.95 




\v*SW^**vi 






^« // 


\ i$>?E 


^ 


;/ 


\^7 




y^ 


^ 




V X > 




xv/ 


,>K^ 


^s] 


V 


74^- 


/ A 




-^ 


7^ 



Fi^.% 




Digitized by VjOOQIC 



GsHONi, Calcolo grafico. 



Tav. XI. 



3 i i '^ 







Digitized by VjOOQIC 



GsiMONi, Cakdo grafico. 



Tav. Xn. 




Digitized by VjOOQIC 



Gruona, Cakdo grafico. 



Tav. Xm.. 




Digitized by VjOOQIC 



GuHONi) Calcolo grafico. 



Tav. XIV. 




Digitized by VjOOQIC 



\ ^ : 



'n 



^ ; L 



K ' 



/ \ 



/ 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQIC 



B3LiE3S^CE!3SrTI 



DI 



GEOMETRIA PROIETTIVA 

DEL PfiOFBSSORB 

LUIGI CREMONA 

Direttore della R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingf^-gneri in Roma 
AD USO 

DE&LI ISTITUTI TECNICI DEL REfiNO D'ITALIA 



TOLDME PRIMO 

contenente la materia assegnata dal Programma delKottobre 18*71 
al 1° corso del 2° biennio. 



Prezzo del Voi, I (Testo e Figure) I4. 3, ifro. 



Di prossÌ7na pvòlUcazione il Volume II. 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQIC 



.4fi!iY£!Ì?inC>F MICHIQAN 




3 9016 068282626 




BOUND 
. MAY 11 1933 

LIliiRARY 




Digitized by VjOOQIC 



